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Аннотация. Представлена нелокальная теория разрушения насыщенной пористой среды. 
Уравнения термодинамически согласованной модели деформации пористой среды, основан-
ной на Максвелловском представлении о релаксационном характере неупругих деформаций, 
получены в рамках метода законов сохранения. В модели, помимо классических параметров, 
таких как тензоры напряжений и деформаций, вводится дополнительный параметр состояния, 
посредством которого учитывается нелокальность деформаций. Дополнительный параметр 
представляет собой тензор кривизны, выраженный через метрический тензор деформаций, и 
называется параметром разрушения. Изучены термодинамические свойства модели и сформу-
лированы управляющие дифференциальные уравнения для пространственно-нелокальной мо-
дели, которые включают уравнение упругости и параболическое уравнение для параметра раз-
рушения. Модель может быть применена к изучению проблемы разрушения горных пород. В 
качестве примера численно исследована одномерная задача о деформации конечного слоя, 
нагруженного нормальным поверхностным напряжением. Численный алгоритм основан на 
методе Рунге - Кутта третьего порядка по времени. Аппроксимация по пространству исполь-
зует WENO реконструкцию для гиперболической части уравнений и конечно-разностную ап-
проксимацию для остальных производных. Показано формирование периодических зон де-
струкции насыщенных жидкостью пористых пород с характерным пространственным масшта-
бом. Установлена зависимость характерного масштаба разрушения от пористости породы, а 
также от давления в поровой жидкости.  
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Abstract. A nonlocal theory of destruction of a saturated porous medium is presented. The equations 
of a thermodynamically consistent model of porous medium deformation, based on the Maxwellian 
concept of the relaxation nature of inelastic deformations, are obtained within the framework of the 
method of conservation laws. In addition to classical parameters such as stress and strain tensors, the 
model introduces an additional state parameter that takes into account the nonlocality of defor-
mations. This additional parameter is the curvature tensor expressed through the metric strain tensor 
and is called the destruction parameter. The thermodynamic properties of the model are studied, and 
governing differential equations for the spatially nonlocal model are formulated, which include the 
elasticity equation and a parabolic equation for the fracture parameter. The model can be applied to 
the study of rock fracture. As an example, a one-dimensional problem of the deformation of a finite 
layer loaded with normal surface stress is numerically investigated. The numerical algorithm is based 
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on the third-order Runge-Kutta method in time. The spatial approximation uses WENO reconstruc-
tion for the hyperbolic part of the equations and finite-difference approximation for the remaining 
derivatives. The formation of periodic destruction zones in fluid-saturated porous rocks with a char-
acteristic spatial scale is demonstrated. The dependence of the characteristic destruction scale on the 
rock porosity and the pore fluid pressure is established. 
 
Keywords: saturated porous medium, plastic deformations, nonlocal theory of elasticity 

Введение 
Термодинамически согласованная модель деформации сплошной среды, ос-

нованная на Максвелловском представлении о релаксационном характере не-
упругих деформаций, была сформулирована в [1] и использована при решении 
большого числа задач. Обобщение термодинамически согласованной модели для 
двухскоростных процессов течения сжимаемой жидкости в упругой пористой 
среде содержится в [2, 3]. В процессе неупругого деформирования пористой мат-
рицы тензор кривизны, порожденный метрическим тензором деформаций, ста-
новится ненулевым, то есть среду нельзя перевести в ненапряженное состояние 
и неупругие деформации выводят поле деформаций напряженного состояния из 
Евклидового пространства. Развитию данного подхода способствовало открытие 
процессов зональной дезинтеграции горных пород вокруг подземных выработок 
[4, 5]. В работе [6] было предложено рассматривать тензор кривизны в качестве 
параметра состояния среды и исследованы характерные особенности стационар-
ного пространственного распределения деструкции. В результате этого предпо-
ложения теория становится нелокальной, в уравнениях появляются производные 
более высокого порядка от метрического тензора деформаций. Как следствие, 
возникает пространственная периодическая структура, которая может тракто-
ваться как развитие зональной дезинтеграции среды. Идеи неевклидовой модели 
сплошной среды [6] были развиты в работах [7, 8, 9] для описания деформации 
внутренней структуры горных пород. В работе [9] были рассмотрены нестацио-
нарные режимы дезинтеграции в однородной деформируемой среде и показано, 
что амплитуды параметра дезинтеграции в нестационарных режимах могут зна-
чительно превосходить амплитуды стационарных режимов. В настоящей работе 
общие идеи нелокальной теории упругости переносятся на пористые насыщен-
ные среды.  

Математическая модель 
В прикладных задачах геофизики особый интерес представляет развитие основ 

теории дезинтеграции в применении к разрушению пористой среды. Представленная 
ниже математическая модель динамики неупругого деформирования насыщенной 
жидкостью пористой среды основывается на использовании фундаментальных фи-
зических принципов: законов сохранения, втором начале термодинамики для равно-
весных и неравновесных процессов, групповой инвариантности дифференциальных 
уравнений. В качестве локальных параметров состояния насыщенной пористой 
среды рассматриваются: парциальные плотности и скорости пористой матрицы ( sρ , 
u ) и насыщающей жидкости ( lρ , v ) соответственно; метрический тензор дефор-
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маций ikg  [1–3] и кривизна ik
ikR g R= , порожденная тензором Риччи. Кривизна 

отождествляется с параметром деструкции. Для случая малых деформаций кривизна 
приводится к виду k k ll i k ikR g g= ∂ ∂ − ∂ ∂ . Вместо метрического тензора деформаций 

ikg  ниже используется тензор деформаций ( ) 2ij ij ijgε = δ − , так что 
2 i k ik llR = ∂ ∂ ε − ∆ε . 

Локальная термодинамика двухскоростной среды определяется заданием 
функциональной зависимости внутренней энергии единицы массы ( )0 , , ,ike R wρ ε
. В случае малых деформаций внутренняя энергия принимает вид, включающий 
части, как связанные с процессами упругой ee  и пластической de  деформацией, 
так и с относительным движением фаз  
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Здесь переменные с нулевыми индексами относятся к начальному равновесному 
состоянию, s lρ = ρ + ρ  – плотность двухскоростной среды; = −w u v  – относи-
тельная скорость фаз; λ , µ , γ , 2K = λ + µ  – упругие модули насыщенной пори-
стой среды; 1c , 2c , 3с  – энергетические коэффициенты; * conste = . Следствием 
уравнения состояния являются соотношения, определяющие давление p , тензор 
напряжений ikσ  и параметр деструкции γ  
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Уравнения движения двухскоростной среды с учетом параметра деструкции 
в приближении малых деформаций имеют вид  
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Здесь ( )* det 1 2s ikρ = ρ − ε ; ( )( )24
3xx xx yy xxϕ = ξ µ ε − ε + ∂ γ  – источник пластиче-

ских деформаций, ξ  – пластический модуль; b
k
η

=
ρ

 – коэффициент межфазного 

трения Дарси, k  – пористость. Давление (2) и компоненты тензора напряжений 
(3) принимают вид  
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где ( )4 2 3 1c c c c= − . 

Численный алгоритм решения системы (5)–(12) основан на методе 
Рунге - Кутта третьего порядка точности по времени [10]. Аппроксимация по 
пространству использует WENO реконструкцию для переменных, входящих в 
потоки гиперболической части уравнений [11], а для остальных производных ис-
пользуется стандартная разностная аппроксимация.  

Результаты 
Для описания деформированного состояния среды в процессе нагружения 

рассматривается нестационарная одномерная задача: однородный слой конечной 
толщины [ ]1 2,x X X∈ . В вертикальном направлении слой неограничен. На гра-
ницах слоя предполагается 0γ =  и 0x∂γ ∂ = . Напряжение на левой и правой 
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границах задано как функция времени ( )xx P tσ = − , ( )
0

ph
l p P tρ

=
ρ

. Для случая, ко-

гда на жидкость и матрицу действуют различные внешние силы, задаются усло-

вия: ( )1xx P tσ = − , ( )2
0

ph
l p P tρ

=
ρ

. Такие граничные условия характеризуются па-

раметром 2 1Q P P= . Здесь ( )P t , ( )1P t , ( )2P t  – произвольные функции времени. 

Физическая плотность насыщающей жидкости ph
lρ  связана с парциальной плот-

ностью lρ  соотношением ph
l lρ = φρ , φ  – пористость.  

На простой модели, описывающей деформацию упругого слоя под дей-
ствием внешних напряжений, показано сильное влияние на характерный мас-
штаб разрушения внешних напряжений, прикладываемых к упругой матрице и к 
заполняющей ее жидкости. Такая ситуация возникает, например, при взаимодей-
ствии резца с горной насыщенной жидкостью породой. На рис. 1, 2 показаны ре-
зультаты сравнения эффекта деструкции в сплошных и пористых средах с подоб-
ными физическими параметрами. Рис. 1 представляет зависимость поперечных 
напряжений yyσ  от пространственной координаты вглубь слоя (ось L ). Коорди-
наты максимальных значений определяют масштаб разрушения. Внешнее воз-
действие к матрице и жидкости прикладывается независимо в соотношении Q . 
Непосредственно можно наблюдать зависимость характерного масштаба разру-
шения (координата максимального значения напряжения) от соотношения Q . 
Рис. 2 представляет зависимость кривизны R  от пространственной координаты 
вглубь слоя. Графики кривизны и напряжения представлены в момент времени 
294 мкс.  

 

 
Рис. 1. Напряжения, определяющие масштаб разрушения сплошного  

и пористых образцов для различных Q  
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Рис. 2. Кривизна сплошного и пористых образцов для заданного Q  

 
 

 
Рис. 3. Характерное расстояние до первой области деструкции в зависимости  

от пористости. 
 
 
Расчеты показывают наличие периодической пространственной структуры 

поперечных напряжений, возникающих в слое при внешних нагрузках на пори-
стую матрицу и жидкость, заполняющую поры. Характерное расстояние для пер-
вой области деструкции увеличивается с ростом пористости. Результаты расче-
тов (рис. 3) демонстрируют сильную зависимость процесса деструкции от пара-
метров пористой среды. Зависимость от проницаемости является достаточно сла-
бой для больших проницаемостей и становится заметной для проницаемостей 
ниже 100 мД : характерное масштаб для первой области деструкции слабо рас-
тет с уменьшением проницаемости. Управлять величиной эффекта можно за счет 
вариации различной степени внешнего воздействия на фазы насыщенной пори-
стой среды. Важно отметить, что для достижения более высоких значений напря-
жений в области деструкции необходимо создавать большее различие в давлении 
на отдельные фазы. Характерный масштаб разрушения можно увеличить, увели-
чивая давление на насыщающую жидкость. Анализ поведения этих параметров 
позволит понять поведение кривизны, а значит предсказать характер деструкции. 
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Заключение 
В настоящей работе общие идеи нелокальной теории упругости применяются 

для построения нелокальной теории деформации насыщенной жидкостью пори-
стой среды. Метод законов сохранения позволяет получить термодинамически со-
гласованные дифференциальные уравнения модели деструкции пористой среды. 
В развитой модели помимо тензоров напряжений и деформаций вводится тензор 
кривизны, посредством которого учитывается нелокальность деформаций. Кри-
визна может быть связана с параметром разрушения. Численный алгоритм реше-
ния уравнений основан на методе Рунге - Кутта третьего порядка по времени и 
WENO реконструкции для аппроксимации по пространству. Производные выс-
ших порядков аппроксимируются конечными разностями. Численно исследована 
одномерная задача о деформации конечного слоя, нагруженного нормальным по-
верхностным напряжением. Показано формирование периодических зон деструк-
ции насыщенных жидкостью пористых пород с характерным пространственным 
масштабом. Показано, что характерный масштаб разрушения зависит от пористо-
сти породы, а также от давления в поровой жидкости. Модель может быть приме-
нена к изучению проблемы разрушения горных пород.  
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