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Аннотация. Получена одномерная система дифференциальных уравнений, описывающая рас-
пространение сейсмических волн в насыщенной жидкости пористых сред. Данная система яв-
ляется гиперболической которая описывает распространение поперечной волны в пористой 
среде в диссипативном приближении. Проблема существования бегущих волн в неоднородной 
пористой среде важна для объяснения распространения волн на большие расстояния. Рассмот-
рены новые решения волновых уравнений с переменными коэффициентами, описывающих 
бегущие SH волны в пористой среде с учетом диссипации энергии. Получена формула, связы-
вающая амплитуду волны и акустической жесткости для пористой среды. Данная формула 
совпадает со знаменитым законом Грина (для жидких сред в случае постоянства плотности), 
известным из закона сохранения потока энергии в средах с медленно меняющимися парамет-
рами. Такие решения получены с использованием методов преобразования, когда уравнения с 
переменными коэффициентами могут быть сведены к уравнению с постоянными коэффици-
ентами. 
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Abstract. A one-dimensional system of differential equations describing the propagation of seismic 
waves in saturated porous media is obtained. This system is hyperbolic and describes the propagation 
of shear waves in a porous medium in the dissipative approximation. The problem of the existence of 
traveling waves in inhomogeneous porous media is important for explaining wave propagation over 
long distances. New solutions to wave equations with variable coefficients describing traveling SH 
waves in a porous medium are considered, taking energy dissipation into account. A formula was 
obtained linking wave amplitude and acoustic impedance for a porous medium. This formula coin-
cides with the famous Green's law (for liquid media with constant density), which is known from the 
law of conservation of energy flux in media with slowly changing parameters. These solutions are 
obtained using transformation methods, where equations with variable coefficients can be reduced to 
an equation with constant coefficients. 
 
Keywords:  wave equation, inhomogeneous medium, traveling waves, porosity, permeability, energy 
dissipation 
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Введение 
Нестационарные процессы описываются уравнениями теории фильтрации в 

трещиновато-пористых средах. Как отмечено в [1, 2] и других работах, в силу 
достаточно высокой проницаемости межблочного пространства приближения 
Дарси для описания нестационарных процессов могут в принципе оказаться не-
правомочными. Закон сохранения массы и уравнения движения жидкости в слу-
чае, когда скорость движения упругого пористого тела 𝒖𝒖 = 0 и тензор напряже-
ний ℎ𝑖𝑖𝑖𝑖 = 0, описывается следующей системой дифференциальных уравнений 
[3] 

 

                                  
𝜕𝜕𝜌𝜌𝑙𝑙
𝜕𝜕𝜕𝜕

+ 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑(𝜌𝜌𝑙𝑙𝑣𝑣) = 0,                                     (1) 
 

                                  
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

+ 𝜒𝜒𝜌𝜌𝑙𝑙𝑣𝑣 = − 1
𝜌𝜌
𝛻𝛻𝑝𝑝.                               (2) 

 
В формулах (1) и (2) 𝑣𝑣 = 𝑣𝑣(𝑡𝑡, 𝑥𝑥) – скорость фильтрации жидкости в упругой по-
ристой среде с парциальной плотностью 𝜌𝜌𝑙𝑙 = 𝜌𝜌𝑙𝑙(𝑡𝑡, 𝑥𝑥), 𝜌𝜌 = 𝜌𝜌𝑙𝑙(𝑡𝑡, 𝑥𝑥) + 𝜌𝜌𝑠𝑠(𝑡𝑡, 𝑥𝑥), 
𝜌𝜌𝑠𝑠(𝑡𝑡, 𝑥𝑥) и 𝑝𝑝 = 𝑝𝑝(𝑡𝑡, 𝑥𝑥) – парциальная плотность матрицы и давление соответ-
ственно, 𝜒𝜒 = 𝜒𝜒(𝑡𝑡, 𝑥𝑥) – коэффициент трения, 𝑡𝑡 – время, 𝑥𝑥 = (𝑥𝑥,𝑦𝑦, 𝑧𝑧) – точка из 𝑅𝑅3. 

Как отмечено в [6], обычно при рассмотрении задач изотермической неста-
ционарной прямолинейно-параллельной фильтрации однородной жидкости в 
изотропной пористой среде с учетом конечной скорости распространения возму-
щений пользуются законом фильтрации 

 

         𝑤𝑤 + 𝜏𝜏 𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

= − 𝑘𝑘
𝜇𝜇ж

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

.                                             (3) 
 

Здесь 𝜏𝜏 – постоянная размерности времени, 𝑘𝑘 – коэффициент проницаемости, 𝜇𝜇ж – 
вязкость жидкости. 

Сравнивая первое уравнение (2) с уравнением (3), получим выражение для 
определения постоянного 𝜏𝜏 через коэффициент трения 𝜒𝜒0 и парциальную плот-
ность жидкости 𝜌𝜌0,𝑙𝑙 в модели Доровского 

 

                                                    𝜏𝜏 = 1
𝜒𝜒0𝜌𝜌0,𝑙𝑙

.  
 

В работе исследуется одномерная прямая задача распространения сейсми-
ческих волн в пористой среды. 

Постановка задачи 
Рассмотрим распространение сейсмических волн в неоднородной пористой 

среде с учетом потери энергии обусловленным коэффициентом трения 𝜒𝜒(𝑥𝑥):  
 

                        𝜌𝜌𝑠𝑠(𝑥𝑥) 𝜕𝜕
2𝑢𝑢
𝜕𝜕𝑡𝑡2

− 𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕
�𝜇𝜇(𝑥𝑥) 𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕
� − 𝜒𝜒(𝑥𝑥)𝜌𝜌𝑙𝑙2(𝑥𝑥) �𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕
− 𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕
� = 0,       (4) 
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𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

+ 𝜒𝜒(𝑥𝑥)𝜌𝜌𝑙𝑙(𝑥𝑥)(𝑢𝑢 − 𝑣𝑣) = 0,                     (5) 
 

Чтобы найти решение данной системы в виде бегущей волны, мы восполь-
зуемся техникой преобразования (отображения), сводящей систему уравнений 
(4), (5) с переменными коэффициентами к системе уравнений с постоянными ко-
эффициентами [4-6]. Для этого сделаем следующую подстановку в систему урав-
нений (4), (5): 

 
                                                  𝑢𝑢(𝑡𝑡, 𝑥𝑥) = 𝐴𝐴(𝑥𝑥)𝑈𝑈(𝑡𝑡, 𝜉𝜉(𝑥𝑥)),                                      (6) 

 
                                                  𝑣𝑣(𝑡𝑡, 𝑥𝑥) = 𝐴𝐴(𝑥𝑥)𝑉𝑉(𝑡𝑡, 𝜉𝜉(𝑥𝑥)),                       (7) 

 
где 𝐴𝐴(𝑥𝑥), 𝑈𝑈(𝑡𝑡, 𝜉𝜉), 𝑉𝑉(𝑡𝑡, 𝜉𝜉) и 𝜉𝜉(𝑥𝑥) – четыре неизвестные функции, подлежащие 
определению. Затем данная система уравнений (4), (5) преобразуется в систему 
уравнений с переменными коэффициентами 
 

𝐴𝐴(𝑥𝑥) �𝜌𝜌𝑠𝑠(𝑥𝑥)
𝜕𝜕2𝑈𝑈
𝜕𝜕𝑡𝑡2 − 𝜇𝜇(𝑥𝑥) �

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑�

2 𝜕𝜕2𝑈𝑈
𝜕𝜕𝜉𝜉2 � + 

                                     +�𝜇𝜇(𝑥𝑥)𝐴𝐴ʹ(𝑥𝑥)�
ʹ𝑈𝑈 − 𝐴𝐴(𝑥𝑥)𝜒𝜒(𝑥𝑥)𝜌𝜌𝑙𝑙2(𝑥𝑥) �𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕
− 𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕
� = 0,           (8) 

 

       𝐴𝐴(𝑥𝑥) 𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

+ 𝐴𝐴(𝑥𝑥)𝜒𝜒(𝑥𝑥)𝜌𝜌𝑙𝑙(𝑥𝑥)(𝑈𝑈 − 𝑉𝑉) = 0                      (9) 
Поскольку система (8), (9) содержит три неизвестные функции, можно наложить 
три условия для их однозначного определения. В работах [7] был предложен сле-
дующий выбор этих условий в форме трёх уравнений: 

 

     𝑐𝑐𝑡𝑡2(𝑥𝑥) �𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑
�
2

= 1,                                          (10) 
 

       
𝑑𝑑𝑐𝑐𝑡𝑡
𝑑𝑑𝑑𝑑

+ 2 𝑐𝑐𝑡𝑡
𝐴𝐴
𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑

+ 𝑐𝑐𝑡𝑡
𝜌𝜌𝑠𝑠

𝑑𝑑𝜌𝜌𝑠𝑠
𝑑𝑑𝑑𝑑

= 0,                                        (11) 
 

         
1
𝜌𝜌𝑠𝑠𝐴𝐴

𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑
�𝜌𝜌𝑠𝑠𝑐𝑐𝑡𝑡2

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑
� = 𝑃𝑃,                                             (13) 

 
где 𝑃𝑃 – произвольная константа. При выполнении условий (10)-(13) система 
уравнений (8), (9) сводится к системе уравнений вида с постоянными коэффици-
ентами при старших производных 

 

    
𝜕𝜕2𝑈𝑈
𝜕𝜕𝑡𝑡2

− 𝜕𝜕2𝑈𝑈
𝜕𝜕𝜉𝜉2

− 𝑃𝑃𝑃𝑃 − 𝜔𝜔(𝑥𝑥)𝜀𝜀(𝑥𝑥) �𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕
− 𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕
� = 0,                          (14) 

 

   
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

+ 𝜔𝜔(𝑥𝑥)(𝑈𝑈 − 𝑉𝑉) = 0,                                                         (15) 
 

где 𝜔𝜔(𝑥𝑥) = 𝜒𝜒(𝑥𝑥)𝜌𝜌𝑙𝑙(𝑥𝑥), 𝜀𝜀(𝑥𝑥) = 𝜌𝜌𝑙𝑙(𝑥𝑥)
𝜌𝜌𝑠𝑠(𝑥𝑥)

. 
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Из системы уравнений (14), (15) следует существование затухающих бегущих 
волн (в частности, монохроматических бегущих волн). Если волна не монохро-
матическая, мы можем использовать преобразование Фурье или Лапласа для ана-
лиза формы волны. Тем не менее, волны, распространяющиеся в противополож-
ных направлениях, не взаимодействуют между собой. 

Уравнение (10) называется уравнением эйконала [8, 9] и определяет переход 
к фазе волны (для определенности взята волна, распространяющаяся вправо) или 
время прохождения 

 

                                        𝜉𝜉 = ∫ 𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑐𝑐𝑡𝑡(𝑦𝑦)

𝑥𝑥
𝑥𝑥0

.                                                                             (16) 
 

Уравнение (11) определяет связь между амплитудой волны и акустической 
жесткости пористой среды (𝜌𝜌𝑠𝑠(𝑥𝑥)𝑐𝑐𝑡𝑡(𝑥𝑥)) 

 

                                                                      𝐴𝐴(𝑥𝑥) = 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐
�𝜌𝜌𝑠𝑠(𝑥𝑥)𝑐𝑐𝑡𝑡(𝑥𝑥)

.                    (17) 
 

и эта формула совпадает со знаменитым законом Грина (для жидких сред в слу-
чае постоянстве плотности), известным из закона сохранения потока энергии в 
средах с медленно меняющимися параметрами [10, 11]. Отметим, что здесь мы 
не накладываем условие на медленное изменение среды с глубиной. 

Заключение 
Многие породы являются сложным для изучения объектом, причем эта 

сложность во многом обусловлена наличием трещиноватости и пористости. В 
нашей работе в рамках континуальной теории фильтрации рассмотрено распро-
странение сейсмических поперечных волн в горной породе, содержащей пара-
метры флюидонасыщенности и пористости. Проблема существования бегущих 
волн в неоднородной пористой среде важна для объяснения распространения 
волн на большие расстояния. Рассмотрены новые решения волновых уравнений 
с переменными коэффициентами, описывающих бегущие SH волны в пористой 
среде с учетом диссипации энергии. Такие решения получены с использованием 
методов преобразования, когда уравнения с переменными коэффициентами мо-
гут быть сведены к уравнению с постоянными коэффициентами.  

Исследования Имомназарова Б.Х. и Имомназарова Х.Х. выполнены в рам-
ках государственного задания ИВМиМГ СО РАН FWNM-2025-0004. 
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