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Аннотация. В работе предложен относительно простой полуаналитический способ нахожде-
ния решения задачи Лэмба для двухмерного полупространства. Показано, что используя раз-
ложение нагрузки в виде интеграла Фурье и решение уравнения Клейна-Городона, можно по-
лучить относительно простую альтернативу методу Каньяра-деХупа. Изложенный алгоритм 
может использоваться для решения динамических обратных задач, особенно в дифракционной 
области, а также решения задач малоглубинной сейсморазведки. В дальнейшем этот метод 
можно использовать для нахождения решения динамической задачи трёхмерной упругости 
для системы плоских слоёв на полупространстве.  
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Введение 
Нахождение решений динамических упругих волновых задач имеет значение 

как для геофизики, так и для акустики. В частности, потому, что решения прямых 
задач используются для нахождения решений коэффициентных обратных задач, 
конечной целью которых является восстановление свойств среды, включая гео-
метрию отражающих границ раздела. Теория упругости находит взаимосвязь 
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между нагрузкой, прикладываемой к поверхности (удельная сила) и откликом на 
эту нагрузку (вектор перемещений). При этом обычно предполагается, что источ-
ником поля является импульсный источник, приложенный к верхней свободной 
поверхности, а коэффициентная обратная задача в классической постановке явля-
ется некорректной [1].  

Различные методы использования лучевого приближения (например AVO - 
Amplitude Versus Offset), имеют ограничения связанные с длиной волны, так и с 
тем, что амплитуда отражённого от границы раздела сигнала неизвестна [2]. 
Идея нахождения свойств упругой среды с использованием результатов измере-
ний как вектора нагрузки, так и вектора перемещений была реализована в [3] с 
используя обобщённого принципа взаимности. Идея не получила широкого при-
менения, как по причине сложности алгоритма, так и трудностей независимого 
измерения нагрузок, приложенных к внешней поверхности.  

В случае уменьшения длины волны учёт дифракционных эффектов может 
использоваться как в задачах малоглубинной сейсморазведки [4], так и для вы-
числения временных сдвигов для вычисления кинематической поправки. В [5] 
показано, что кинематические свойства отражённых волн отличаются от отра-
жённых и могут быть отфильтрованы в процессе обработки. Однако, классиче-
ское дифракционное суммирование (без весовых коэффициентов) приводит к по-
явлению ложных границ. Там же упоминается про попытку решения обратной 
динамической задачи методом обращения полных волновых полей. Казалось бы, 
что хотя бы в случае плоских границ раздела для этого можно использовать точ-
ные решения динамической теории упругости, например, аналог задачи Лэмба, 
включающий несколько плоских границ раздела. В этом случае нахождение пол-
ного волнового поля сведётся к вычислению интегралов. Однако, полные волно-
вые поля, как правило, вычисляются с помощью метода конечных элементов, 
либо конечных разностей и требует использования регуляризационных проце-
дур. 

В настоящий момент считается, что задача Лэмба решена давно. Как будет 
показано ниже, в случае достаточно малых временных частот, можно достаточно 
просто разделить переменные, используя либо представление в виде двойного 
ряда Фурье, либо в виде интеграла. Однако, в случае высоких частот, экспонента 
становится комплексной, как и знаменатель Рэлея. Уравнению и граничным 
условиям удовлетворяет как мнимая, так и вещественная части. Это приводит к 
тому, что задача становится недоопределённой. Соответственно, просто разде-
лить переменные уже нельзя. Нужно обращать преобразование Лапласа (либо 
Фурье), что является нетривиальной задачей в двухмерном случае и очень слож-
ной в трёхмерном. В [6] отмечено, что что обратить полученные интегральные 
представления оказалось весьма непросто. В случае произвольной зависимости 
от времени замкнутое решение было получено в пространстве изображений, точ-
нее, решение на поверхности было представлено в виде несобственного инте-
грала от некоторой алгебраической функции. Главная трудность в вычислении 
этого интеграла в том, чтобы правильно построить контур интегрирования, ис-
пользуя метод Каньяра-деХупа (Cagniard-DeHoop), изложенный в [7]. В этом 



141 

случае получаются очень громоздкие решения. Альтернатива, упомянутая в [6] 
‒ использование многократного изменения порядка интегрирования совместно с 
функционально-инвариантными решениями Смирнова – Соболева. Там же упо-
мянуто о возникновении на поверхности не только волн Рэлея, но также продоль-
ных и поперечных волн. Таким образом, эти достаточно сложные решения не 
позволяют обобщить существующий метод решения задачи Рэлея на случай слоя 
на полупространстве. Если найти альтернативу этим сложным методам решения, 
то это откроет возможность найти полуаналитическое решение для плоского 
слоя на полупространстве. В случае криволинейной границы раздела эти реше-
ния можно будет использовать в качестве ядер, аналогично [8].  

Задача Лэмба 
Уравнений динамической теории упругости имеют вид: 

 
                                            𝜇𝜇∆𝑈𝑈𝑖𝑖 + (𝜆𝜆 + 𝜇𝜇)grad𝑖𝑖(div𝑼𝑼) = 𝜌𝜌𝑈𝑈𝑖𝑖,𝑡𝑡𝑡𝑡                                   (1) 

 
где λ, μ – упругие модули, ρ – плотность, 𝑈𝑈𝑖𝑖– компоненты вектора перемещений, 
порождённого нормальной нагрузкой на плоской свободной поверхности. Гра-
ничные условие на поверхности – нулевая касательная нагрузка (𝜎𝜎12(0,𝑥𝑥, 𝑡𝑡)=0) и 
нормальная нагрузка с достаточно широким единичным спектром, которую 
можно представить в виде интеграла Фурье. Будем искать аналитическое реше-
ние в виде двух функций (в трёхмерном случае их будет три), аналогично [9]. 
Эти функции выбираются так, чтобы каждая из них удовлетворяла системе урав-
нений (1), а их сумма – условиям на границе полупространства: 

 

                                                           𝑼𝑼 = �
𝜑𝜑𝑧𝑧𝑧𝑧
𝑝𝑝

𝜑𝜑𝑧𝑧𝑧𝑧
𝑝𝑝 � + �−𝜑𝜑𝑥𝑥𝑥𝑥

𝑠𝑠

𝜑𝜑𝑧𝑧𝑧𝑧𝑠𝑠
�                                                   (2) 

 
Нижние индексы – частные производные по координатам z (вертикальная) и x – 
горизонтальная. Граница полупространства (z = 0). Для того, чтобы удовлетво-
рять системе (1) эти функции должны удовлетворять волновым уравнениям: 

 

                                                                  ∆𝜑𝜑𝑠𝑠 =
1
𝐶𝐶𝑠𝑠2

𝜑𝜑𝑡𝑡𝑡𝑡𝑠𝑠                                                          (3) 

 

                                                                   ∆𝜑𝜑𝑝𝑝 =
1
𝐶𝐶𝑝𝑝2

𝜑𝜑𝑡𝑡𝑡𝑡
𝑝𝑝                                                        (4) 

 

при этом есть 𝐶𝐶𝑝𝑝2 = 𝜆𝜆+2𝜇𝜇
𝜌𝜌

;  𝐶𝐶𝑠𝑠2 = 𝜇𝜇
𝜌𝜌
 ‒ объёмные скорости волн. Перемещения вы-

званы нагрузкой. Нормальную компоненту вектора нагрузки, не уменьшая общ-
ности, будем считать дважды чётной, и обладающей единичным спектром в до-
статочно широком диапазоне частот. Её можно задать на поверхности в виде ин-
теграла: 
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                                       𝑝𝑝1 = � 𝑑𝑑𝑑𝑑
∞

0

� 𝑝̂𝑝1𝑒𝑒𝑒𝑒(𝑘𝑘𝑥𝑥,𝜔𝜔) cos(𝑡𝑡𝑡𝑡) cos(𝑘𝑘𝑥𝑥𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑘𝑘𝑥𝑥

∞

0

                   (5) 

 
Если представить эти функции в виде разложения Фурье по координате, то по-
лучим уравнения Клейна-Гордона. Например, (4) даёт следующее уравнение: 

 

                                                          𝜑𝜑�𝑧𝑧𝑧𝑧
𝑝𝑝 −

1
𝐶𝐶𝑝𝑝2

𝜑𝜑�𝑡𝑡𝑡𝑡
𝑝𝑝 − 𝑗𝑗2𝜑𝜑�𝑝𝑝 = 0                                            (6) 

 
Это уравнение имеет характеристики: 

 

                                                       𝜉𝜉 = 𝑡𝑡 −
𝑧𝑧
𝐶𝐶𝑝𝑝

; 𝜂𝜂 = 𝑡𝑡 +
𝑧𝑧
𝐶𝐶𝑝𝑝

                                                  (7) 

 
В характеристических переменных (7) уравнение (6) имеет вид: 

 

                                                                   
𝜑𝜑�𝜉𝜉𝜉𝜉
𝑝𝑝

𝜑𝜑�𝑝𝑝 = −
𝑘𝑘𝑥𝑥2𝐶𝐶𝑝𝑝2

4                                                        (8) 

 
Ищем решение в виде, допускающим разложение в ряд Фурье или представление 
в виде интеграла: 

 

                                                             𝜑𝜑�𝑝𝑝 = 𝑒𝑒𝑖𝑖
𝑘𝑘𝑥𝑥𝐶𝐶𝑝𝑝
2 (𝛼𝛼𝛼𝛼+𝛽𝛽𝛽𝛽)                                                    (9) 

 
Подстановка (9) в (8) даёт соотношение параметров: 𝛼𝛼𝛼𝛼 = 1, следовательно 

 

                                                                  𝜑𝜑�𝑝𝑝(𝑧𝑧, 𝑘𝑘𝑥𝑥, 𝑡𝑡) = 𝑒𝑒𝑖𝑖
𝑘𝑘𝑥𝑥𝐶𝐶𝑝𝑝
2 (𝛼𝛼𝛼𝛼+𝜂𝜂𝛼𝛼)                             (10) 

 
Если z = 0, то 𝜉𝜉 = 𝜂𝜂 = 𝑡𝑡. Это даёт возможность вычислить параметр α. 

 

                                                  
𝑘𝑘𝑥𝑥𝐶𝐶𝑝𝑝

2𝛼𝛼

=
𝜔𝜔 ∓�𝜔𝜔2 − (𝑘𝑘𝑥𝑥𝐶𝐶𝑝𝑝)2

2                                            (11) 
 

Это означает, что (9) имеет вид: 
 

𝜑𝜑�𝑝𝑝(𝑧𝑧,𝑘𝑘𝑥𝑥, 𝑡𝑡) = 𝐴𝐴 cos �
1
2 �
𝜉𝜉𝜉𝜉 ± 𝜉𝜉�𝜔𝜔2 − (𝑘𝑘𝑥𝑥𝐶𝐶𝑝𝑝)2� + 𝜂𝜂𝜂𝜂 ∓ 𝜂𝜂�𝜔𝜔2 − (𝑘𝑘𝑥𝑥𝐶𝐶𝑝𝑝)2�

+ 𝐵𝐵 sin �
1
2 �
𝜉𝜉𝜉𝜉 ± 𝜉𝜉�𝜔𝜔2 − (𝑘𝑘𝑥𝑥𝐶𝐶𝑝𝑝)2�+ 𝜂𝜂𝜂𝜂 ∓ 𝜂𝜂�𝜔𝜔2 − (𝑘𝑘𝑥𝑥𝐶𝐶𝑝𝑝)2�   (12) 
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В результате мы получаем связь между временем и вертикальной перемен-
ной. При этом знак «минус» соответствует волне, отражённой от нижнего слоя. 
Таким образом, для полупространства получается следующая зависимость. Если 
𝜔𝜔 > 𝑘𝑘𝑥𝑥𝐶𝐶𝑝𝑝, то  

 
𝜑𝜑�𝑝𝑝(𝑧𝑧, 𝑘𝑘𝑥𝑥, 𝑡𝑡) =

= 𝐴𝐴 cos�𝑡𝑡𝑡𝑡 −
𝑧𝑧
𝐶𝐶𝑝𝑝
�𝜔𝜔2 − �𝑘𝑘𝑥𝑥𝐶𝐶𝑝𝑝�

2�

+ 𝐵𝐵 sin�𝑡𝑡𝑡𝑡 −
𝑧𝑧
𝐶𝐶𝑝𝑝
�𝜔𝜔2 − �𝑘𝑘𝑥𝑥𝐶𝐶𝑝𝑝�

2� ;𝜔𝜔 > 𝑘𝑘𝑥𝑥𝐶𝐶𝑝𝑝                                (13) 

 
Для другой частотной области (𝜔𝜔 < 𝑘𝑘𝑥𝑥𝐶𝐶𝑝𝑝)   получается классическая экспо-

нента: 
 

𝜑𝜑�𝑝𝑝(𝑧𝑧, 𝑥𝑥, 𝑡𝑡) = exp�−
𝑧𝑧
𝐶𝐶𝑝𝑝
�𝜔𝜔2 − �𝑘𝑘𝑥𝑥𝐶𝐶𝑝𝑝�

2 � (𝐴𝐴 cos(𝑡𝑡𝑡𝑡) + 𝐵𝐵 sin(𝑡𝑡𝑡𝑡))                   (14) 

 

Введём обозначения: 𝜈𝜈𝑝𝑝 = ��𝜔𝜔2 − �𝑘𝑘𝑥𝑥𝐶𝐶𝑝𝑝�
2�  ; 𝜈𝜈𝑠𝑠 = �|𝜔𝜔2 − (𝑘𝑘𝑥𝑥𝐶𝐶𝑠𝑠)2|   ;𝑘𝑘2 = 𝜔𝜔2

𝐶𝐶𝑠𝑠
    

Теперь в этих же обозначениях можем вычислить нагрузки, используя (2) и 
связать нагрузки с перемещениями, то есть решить задачу. 

 

                                                   
𝜎𝜎�11
2𝜇𝜇 = �𝑘𝑘𝑥𝑥2 −

𝑘𝑘2

2 �
𝜑𝜑�𝑧𝑧
𝑝𝑝 + 𝑘𝑘𝑥𝑥2𝜑𝜑�𝑧𝑧𝑠𝑠                                        (15) 

 

                                                  
𝜎𝜎�12
2𝜇𝜇 = 𝜑𝜑�𝑥𝑥

𝑝𝑝(𝑘𝑘𝑥𝑥2 − 𝛾𝛾2𝑘𝑘2) + 𝜑𝜑�𝑥𝑥𝑠𝑠 �𝑘𝑘𝑥𝑥2 −
𝑘𝑘2

2 �
                        (16) 

 
Перемещения с этими же функциями связаны следующим образом: 

 

                                                              𝑈𝑈�1 = −
𝜎𝜎�12

2𝜇𝜇𝑘𝑘𝑥𝑥
+
𝑘𝑘2

2 𝜑𝜑�𝑠𝑠                                            (17) 
 

                                                        𝑈𝑈�2 = −
𝜎𝜎�11

2𝜇𝜇𝑘𝑘𝑥𝑥
−
𝑘𝑘2𝜑𝜑�𝑧𝑧

𝑝𝑝

2𝑘𝑘𝑥𝑥
                                                 (18) 

 
Можно отметить три интересных момента. Первые слагаемые в (17-18) – не 

волновые. На свободной поверхности они представляют из себя не что иное, как 
первообразные от соответствующих нагрузок. Они несут никакой информации о 
внутренней структуре среды. И будут одинаковыми при любой внутренней гео-
метрии структур. Поэтому при изучении волновых явлений эти слагаемые жела-
тельно просто вычесть из данных измерений. Второе. Несмотря на свою кажу-
щуюся бесполезность, эти слагаемые могут быть выделены и использованы для 
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вычисления эффективной нагрузки. Третье. В плоскопараллельной среде напря-
жённое состояние таково, что нормальные компоненты напряжений много 
больше касательных. Это значит, что при скачкообразном уменьшении модуля 
сдвига выделившаяся энергия будет расходоваться прежде всего на осуществле-
ние касательных перемещений вдоль границы раздела. Получится что-то похо-
жее на дипольный сдвиг. Это может быть использовано для объяснения механиз-
мов возникновения землетрясений.  

Теперь задача сводится к решению системы уравнений, которые будут раз-
ными в разных областях временных частот. Приведём решения для нормальной 
компоненты вектора перемещений на свободной поверхности. В области  
𝜔𝜔 < 𝑘𝑘𝑥𝑥𝐶𝐶𝑠𝑠 решение следующее: 
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В случае 𝑘𝑘𝑥𝑥𝐶𝐶𝑝𝑝 > 𝜔𝜔 > 𝑘𝑘𝑥𝑥𝐶𝐶𝑠𝑠 решение имеет следующий вид: 
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В случае высоких временных частот 𝜔𝜔 > 𝑘𝑘𝑥𝑥𝐶𝐶𝑝𝑝 решение следующее: 
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Результаты вычислений 
Нормальная компонента нагрузки, заданная на свободной поверхности 

двухмерного упругого полупространства с параметрами λ = μ = ρ, являющаяся 
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конечным аналогом импульсной с частотами 𝜔𝜔 ∈ (0.01; 2𝜋𝜋), 𝑘𝑘𝑥𝑥 ∈ (0.01; 2𝜋𝜋) 
представлена на рисунке 1: 

 

 
Рис. 1. Нормальная компонента вектора нагрузки, приложенная  

к свободной поверхности двухмерного полупространства. 
 
 
Поскольку большая часть энергии, приложенной к полупространству в ре-

зультате действия нагрузки, перейдёт в энергию волн Рэлея, нормальную компо-
ненту нагрузки имеет смысл представить в виде трёх рисунков, соответствую-
щих суммированию в трёх частотных областях, 𝜔𝜔 < 𝑘𝑘𝑥𝑥𝐶𝐶𝑠𝑠, 𝑘𝑘𝑥𝑥𝐶𝐶𝑝𝑝 > 𝜔𝜔 > 𝑘𝑘𝑥𝑥𝐶𝐶𝑠𝑠, 𝜔𝜔 >
𝑘𝑘𝑥𝑥𝐶𝐶𝑝𝑝, для того, чтобы в области высоких частот увидеть волны с амплитудой, 
меньшей амплитуды волны Рэлея. На рисунке 2 представлена нормальная ком-
понента вектора перемещений в первой частотной области. 

 

 
Рис. 2. Нормальная компонента вектора перемещений на свободной 

поверхности двухмерного полупространства, полученная суммированием  
в диапазоне частот 𝜔𝜔 < 𝑘𝑘𝑥𝑥𝐶𝐶𝑠𝑠. 
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При этом на рисунке 2, отчётливо видна волна, бегущая со скоростью по-
верхностной волны Рэлея, являющаяся результатом вычисления интеграла (20). 
На рисунке 3 представлена та же компонента вектора вычисленная с помощью 
(22). На рисунке видны две волны, распространяющиеся со скоростями попереч-
ной и продольной волн соответственно. Волны Рэлея в этом частотном диапа-
зоне нет. 

 

 
Рис. 3. Нормальная компонента вектора перемещений на свободной 

поверхности двухмерного полупространства, полученная суммированием  
в диапазоне частот 𝑘𝑘𝑥𝑥𝐶𝐶𝑝𝑝 > 𝜔𝜔 > 𝑘𝑘𝑥𝑥𝐶𝐶𝑠𝑠. 

 
 

На рисунке 4 представлена та же компонента вектора вычисленная по фор-
муле (24). На рисунке видны только малоамплитудная волна, распространяющи-
еся со скоростью продольной волны. В этом частотном диапазоне на поверхно-
сти нет ни поперечных волн ни вол Рэлея. 
 

 
Рис. 4. Нормальная компонента вектора перемещений на свободной 

поверхности двухмерного полупространства, полученная суммированием в 
диапазоне частот 𝑘𝑘𝑥𝑥𝐶𝐶𝑝𝑝 < 𝜔𝜔. 
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Полное поле перемещений будет суммой перемещений, представленных на 
рисунках 2-4. По-видимому, для выделения и подавления различных типов волн 
имеет смысл разделять поле перемещений на три слагаемых, полученных сум-
мированием в упомянутых выше частотных областях. 

Заключение 
В работе предложен относительно простой полуаналитический способ 

нахождения решения задачи Лэмба для двухмерного полупространства. Пока-
зано, что используя представление вектора нагрузки в виде интеграла Фурье и 
решение уравнения Клейна-Городона, можно получить относительно простую 
альтернативу методу Каньяра-деХупа, подробное изложение использования ко-
торого для двухмерного случая изложено в [10]. В [6] показано, что результатом 
аналитического решения задачи Лэмба будет появление на поверхности явля-
ются волн Рэлея, а также продольных и поперечных волн. В данной работе этот 
факт подтверждается. Волн с иными скоростями на поверхности полупростран-
ства не обнаружено. Однако, показано также, что поле перемещений можно раз-
бить на три слагаемых путём разбиения временной области интегрирования на 
три части, суммирования по которым дают разные типы волн. Следовательно, 
можно выбрать частотную область, где будет волна только одного типа. Фор-
мулы, получаемые в результате классического аналитического решения задачи 
Лэмба являются очень громоздкими даже в двухмерном случае. По этой причине 
получить решение задачи для слоя на полупространстве представляет собой от-
дельную проблему. Предложенный в работе алгоритм даёт возможность полу-
чить в достаточно простом виде аналитическое решение в спектральной области, 
что сводит задачу к вычислению двухмерных сингулярных интегралов от веще-
ственных функций с одной интегрируемой особенностью. Поэтому предложен-
ный в работе алгоритм может быть использован для получения решения для слоя 
на полупространстве, в том числе и в трёхмерном случае, что может использо-
ваться для решения динамических обратных задач, особенно в дифракционной 
области, а также задач малоглубинной сейсморазведки.  
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