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Аннотация. В статье разработан обобщённый подход к определению и оценке точности объ-
ёмов объектов недвижимости, представленных в виде тетраэдральной и призматической трёх-
мерной модели. Объект рассматривается как замкнутый полиэдр, разделенный на совокуп-
ность тетраэдров и/или треугольных призм. Получены аналитические выражения объёмов эле-
ментарных тел через приращения координат, что обеспечивает инвариантность результатов 
относительно выбора системы координат. Выполнен вывод формул средних квадратических 
ошибок объёмов с учётом полной ковариационной матрицы наблюдений для координатных и 
разностно-координатных измерений. Проведён сравнительный анализ методов, показано, что 
разностно-координатный подход обеспечивает снижение дисперсии за счёт исключения об-
щей ошибки начала координат. Установлено влияние геометрических характеристик элемен-
тов модели на точность вычислений. Сформулирован критерий оптимального разбиения объ-
екта недвижимости, включающий условия равенства объёмов элементов и минимизации их 
геометрической вытянутости. Показано, что комбинированное использование тетраэдров и 
призм позволяет повысить эффективность моделирования и устойчивость оценки объёмов. 
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Abstract. This article presents a generalized approach to determining and assessing the accuracy of volumes 
of real estate objects represented by tetrahedral and prismatic three-dimensional models. The object is 
considered as a closed polyhedron subdivided into a set of tetrahedra and triangular prisms. Analytical 
expressions for the volumes of elementary bodies are obtained using coordinate increments, which ensures 
invariance of the results with respect to the choice of coordinate system. Formulas for the root mean square 
errors of volumes are derived taking into account the full covariance matrix of observations for both 
coordinate and difference-based measurements. A comparative analysis of the methods is performed, 
showing that the difference-based approach reduces variance by eliminating the common origin error. The 
influence of geometric characteristics of model elements on computational accuracy is established. A 
criterion for the optimal subdivision of a real estate object is formulated, including conditions of equal 
element volumes and minimization of their geometric elongation. It is shown that the combined use of 
tetrahedra and prisms improves modeling efficiency and the stability of volume estimation. 
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Введение 
Современное развитие урбанизированных территорий характеризуется ин-

тенсивным освоением надземного и подземного пространства. Многоуровневые 
здания, подземные парковки, инженерные тоннели, транспортные развязки фор-
мируют сложную пространственную структуру имущественных комплексов. 

Двумерная модель кадастрового учета, основанная на фиксации плоских ко-
ординат характерных точек, не позволяет объективно отображать вертикальное 
разграничение прав. В международной практике активно развивается концепция 
трёхмерного кадастра. Например, в работах Y. Stoter и P. Van Oosterom [1] пока-
зано, что объект недвижимости в 3D-кадастре должен представляться замкнутым 
объёмным телом с корректной топологией. Анализ мирового опыта внедрения 
3D-кадастров подтверждает использование полиэдральных моделей и их деком-
позиции на простейшие элементы [2]. Стандарт ISO 19152 (LADM) закрепляет 
возможность описания пространственных единиц в виде объёмных тел [3]. В 
цифровых городских моделях (CityGML) также используется полиэдральное 
представление объектов [4]. 

В рамках концепции создания трехмерной кадастровой системы объект не-
движимости рассматривается как замкнутое ограниченное множество в трехмер-
ном евклидовом пространстве, представленное в виде полиэдра. Современное 
развитие трёхмерных кадастровых систем обусловлено необходимостью точного 
описания пространственной структуры объектов недвижимости, включающих 
сложные надземные и подземные конструкции [5-8]. Представление таких объ-
ектов в виде замкнутых полиэдров является общепринятым подходом, обеспечи-
вающим корректность топологии и возможность вычисления геометрических ха-
рактеристик. 

Наиболее распространённым способом дискретизации полиэдра является 
тетраэдрализация, однако при моделировании объектов с выраженной слоистой 
или вытянутой структурой целесообразно использование призматических эле-
ментов. Это позволяет уменьшить количество элементарных тел и повысить вы-
числительную устойчивость. 

Целью работы является разработка единого математического аппарата опре-
деления объёма и оценки его точности для тетраэдральных и призматических 3D-
моделей. 

Методы и материалы 
Рассмотрим объект недвижимости как замкнутый полиэдр ( , , ),P G E F= (где 

G – множество вершин, E  – ребра, F  – грани), представленный объединением 
тетраэдров и треугольных призм. Тогда общий объём определяется как сумма 
объёмов элементарных тел: 
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где  t
iV  – объемы тетраэдров, p

jV  – объемы призм. 
Пусть тетраэдр задан вершинами 1 2 3 4, , ,A A A A . Введём векторы 

 

2 1 3 1 4 1, ,a A A b A A c A A= − = − = −


  . 
 

Тогда объём тетраэдра определяется через смешанное произведение векто-
ров: 

 

( )1
6tV a b c= × ⋅



  . (2) 
 

Данное выражение инвариантно относительно выбора базовой вершины и 
удобно для использования в координатной форме через приращения координат. 

Рассмотрим треугольную призму, заданную вершинами 1 2 3, ,A A A  и 1 2 3, ,B B B , 
где основания параллельны. Введём векторы 

 

2 1 3 1 1 1, ,a A A b A A c B A= − = − = −


  . 
 

Объём призмы выражается аналогично, но с учётом геометрии тела 
 

( )1
2pV a b c= × ⋅



  . (3) 

 
Таким образом, объём призмы в три раза превышает объём соответствую-

щего тетраэдра, построенного на тех же векторах. 
Оценка точности выполняется на основе метода дифференцирования функ-

ции объёма. Пусть объём определяется функцией измеренных величин ( )V f u= . 
Тогда дисперсия объёма выражается через ковариационную матрицу измерений 

 
2 T
V Uf K fσ = ∆ ∆ , (4) 

 
где UK  – ковариационная матрица.  

При координатных измерениях вектор наблюдений включает координаты 
вершин, а при разностно-координатных – приращения координат. 

Выполним оценку точности объема тетраэдра.  Предположим, что коорди-
наты вершин получены геодезическими измерениями и имеют средние квадра-
тические ошибки 

i i ix y zm m m m= = = . Ошибки считаются независимыми. 
Получим выражение i-ого тетраэдра: 

 
2 2 22( ).

6t
iV

mm b c c a a b= × + × + ×  (5) 

 
Аналогично для j-ой призмы: 
 

2 2 22( ).
2p

jV

mm b c c a a b= × + × + ×  (6) 
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Результаты 
Анализ частных производных показывает, что для тетраэдра средняя квад-

ратическая ошибка объёма пропорциональна площади его граней и средней квад-
ратической ошибке координат 

 
𝜎𝜎𝑉𝑉𝑡𝑡 = 𝐿𝐿2𝜎𝜎, (7) 

 
где L  – характерный линейный размер тетраэдра. 

Для призмы аналогичный анализ даёт 
 

3 ,
p tV Vσ σ=  (8) 

 
что объясняется линейной зависимостью объёма призмы от соответствующего 
тетраэдрального представления. 

Установлено, что относительная ошибка объёма 
 

𝜎𝜎𝑡𝑡
𝑉𝑉

= 𝜎𝜎
𝐿𝐿
,  (9) 

 
возрастает при уменьшении линейных размеров элементов модели, что особенно 
важно при высокой степени детализации. 

При использовании координатных измерений наличие корреляции и общей 
ошибки начала координат приводит к увеличению дисперсии. В случае раз-
ностно-координатных измерений эта составляющая исключается, что обеспечи-
вает более устойчивую оценку 

 
( ) ( )2 2 .V V uσ σ∆ <  (10) 

 

Обсуждение 
Полученные результаты показывают, что точность определения объёма за-

висит не только от точности измерений, но и от геометрии элементарных тел. 
Тетраэдры обеспечивают универсальность разбиения, однако при малых разме-
рах становятся чувствительными к ошибкам измерений. 

Призматические элементы, напротив, позволяют использовать более круп-
ные геометрические блоки при сохранении точности, особенно для объектов с 
регулярной структурой. Это снижает количество элементов модели и уменьшает 
накопление ошибок. 

Оптимальное разбиение объекта достигается при выполнении условия ра-
венства объёмов элементов 

 
,iV const=  (11) 

 
а также минимизации их геометрической вытянутости. В общем случае диспер-
сия суммарного объёма минимизируется при решении задачи 

 
2 min.
iVσ →∑  (12) 
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Комбинированное использование тетраэдров и призм позволяет учитывать 

особенности геометрии объекта и повышать эффективность моделирования. 
Заключение 

В работе разработан обобщённый метод определения объёмов объектов не-
движимости, представленных тетраэдральной и призматической 3D-моделью. 
Получены аналитические формулы объёмов и их точности на основе координат-
ных и разностно-координатных измерений. Доказано, что разностно-координат-
ный метод обеспечивает более высокую точность за счёт исключения общей 
ошибки координат. Установлено влияние геометрии элементов модели на точ-
ность вычислений и сформулирован критерий оптимального разбиения. Пока-
зано, что комбинированная тетраэдрально-призматическая модель является 
наиболее эффективной для задач трёхмерного кадастра. 
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