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Аннотация. В стране получает развитие трехмерный кадастр, в котором более точно отобра-
жаются объемные характеристики объектов недвижимости. Постановка на кадастровый учет 
железных дорог в контексте 3D-кадастра предполагает использование 3D-технологий для бо-
лее точного учета и визуализации объектов инфраструктуры. Это позволяет учитывать слож-
ные пространственные отношения и улучшает управление земельными ресурсами. Одной из 
основных характеристик объектов недвижимости в 3D-кадастре являются их объемы. В статье 
приводятся формулы определения и оценки точности объема объектов недвижимости, имею-
щих форму усеченной пирамиды по результатам линейных измерений. Показано, что средние 
квадратические ошибки объемов земляного полотна зависят от средних квадратических оши-
бок измерений в зависимости от используемых формул вычисления объемов. Минимальные 
средние квадратической ошибки вычисления их объемов будут при вычислении объемов по 
аналитическому методу поперечных профилей и вычислении объемов по предложенному ме-
тоду разбивки на элементарные фигуры. При определении объема земляного полотна с ис-
пользованием формул элементарных фигур средние квадратические ошибки объемов усечен-
ных пирамид зависят от средних квадратических ошибок измерения высот усеченных пира-
мид, их объемов, площадей оснований и от геометрии усеченных пирамид, т. е. от соотноше-
ния высоты усеченной пирамиды к площадям оснований. Минимальные средние квадратиче-
ской ошибки вычисления их объемов будут у усеченных пирамид, у которых отношение вы-

соты к среднегеометрическому площадей оснований равно 
2

1  (при вычислении объема по 

высоте конуса и площадям оснований).  
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Abstract. A three-dimensional cadastre is being developed in the country, which more accurately 
displays the volumetric characteristics of real estate objects. The cadastral registration of railways in 
the context of a 3D cadastre involves the use of 3D technologies for more accurate accounting and 
visualization of infrastructure facilities. This allows you to take into account complex spatial rela-
tionships and improves land management. One of the main characteristics of real estate objects in the 
3D cadastre is their volume. The article provides formulas for determining and estimating the accu-
racy of the volume of real estate objects shaped like a truncated pyramid based on the results of linear 
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measurements. It is shown that the average squared errors of the volumes of the roadbed depend on 
the average squared measurement errors, depending on the formulas used to calculate the volumes. 
The minimum average squared error of calculating their volumes will be when calculating volumes 
using the analytical method of transverse profiles and calculating volumes using the proposed method 
of splitting into elementary shapes. When determining the volume of an earthen bed using formulas 
of elementary shapes, the average square errors of the volumes of truncated pyramids depend on the 
average square errors of measuring the heights of the truncated pyramids, their volumes, the areas of 
the bases and on the geometry of the truncated pyramids, i.e. on the ratio of the height of the truncated 
pyramid to the areas of the bases. The minimum average squared error of calculating their volumes 
will be for truncated pyramids, in which the ratio of height to the geometric mean of the base areas is 
equal (when calculating volume by the height of the cone and the base areas). 
 
Keywords: 3D cadastre, volume determination, accuracy estimation, average square error, roadbed 

Введение 
Вопросы применения 3D-технологий при ведении кадастра недвижимости, 

становятся все более актуальными [1, 2]. Это обусловлено тем, что при ведении 
кадастра недвижимости в двумерном формате возникают сложности с адекват-
ным отображением объектов недвижимости (ОН), имеющих сложную форму. 
Двумерный кадастр, не учитывает подземную инфраструктуру и конструкции, 
расположенные над поверхностью. К таким объектам относятся мосты, тоннели, 
здания с нависающими пристройками, транспортные системы, железные дороги 
и телекоммуникационные сети и др. [3, 4]. 

На 1 января 2024 года в Едином государственном реестре недвижимости 
(ЕГРН) числилось более 110 млн объектов недвижимости (с учётом земельных 
участков, зданий, помещений и сооружений). Ежегодный прирост составляет 
около 5–7 млн объектов. Железные дороги так же относятся к объектам недви-
жимости, около 80% которых учтены в ЕГРН [5].  

Железная дорога представляет собой линейную строительную систему, со-
стоящую из наземных, надземных и (или) подземных частей, включающую не-
сущие, а в некоторых случаях и ограждающие строительные конструкции, пред-
назначенные для осуществления производственных процессов и перемещения 
железнодорожного подвижного состава [6]. В качестве объекта капитального 
строительства железная дорога является линейным сооружением и подлежит 
обязательному кадастровому учету. Однако процесс кадастрового учета желез-
ных дорог усложняется протяженностью, многоуровневой структурой и специ-
фическим правовым статусом земель. Традиционные методы кадастрового 
учета, железных дорог основанные на двухмерном формате приводят к ошибкам 
при определении границ, пересечениям их с другими объектами. 

Внедрение 3D-кадастра железных дорог позволит значительно повысить 
точность и полноту информации о пространственном положении железнодорож-
ных путей и сопутствующих объектов транспортной инфраструктуры, что будет 
способствовать более эффективному управлению земельными ресурсами и про-
странственному планированию.  
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Методы и материалы 
Земляное полотно является одним из основных элементов железнодорож-

ного пути, обеспечивающим устойчивость и долговечность конструкции. Опре-
деление объемов земляного полотна необходимо не только для проектирования, 
строительства и реконструкции железных дорог, но и позволит более детально и 
объективно оценивать объекты недвижимости для налогообложения, а также 
позволит снизить правовые риски, связанные с инвестированием в подземные 
объекты, которые имеют высокую стоимость. 

Для определения объемов можно использовать данные, получение в ре-
зультате измерений на местности, или информацию, извлеченную из 3D-моде-
лей. Основными измеряемыми величинами могут быть координаты характерных 
точек объектов недвижимости, разности координат, расстояния и другие вели-
чины. Определяемые объемы – это функции результатов измерений, соответ-
ственно ошибки результатов измерений будут влиять на точность вычислений 
объемов.  

На сегодняшний день используют следующие методы определения объе-
мов земляного полотна: 

1. Аналитический метод поперечных профилей, основанный на разбивке 
трассы на участки с постоянным поперечным сечением. Объем между соседними 
сечениями определяют по формуле средних площадей [7]: 

 

𝑉𝑉 = (𝑃𝑃1+𝑃𝑃2)
2

𝐿𝐿,                                                          (1) 
 

где 𝑃𝑃1,𝑃𝑃2 – площади поперечных сечений, 𝐿𝐿 – расстояние между сечениями.  
2. Метод триангуляции, который применяется при сложном рельефе мест-

ности. Поверхность моделируется сетью треугольных призм, объем которых вы-
числяется по формуле [7]: 

 

𝑉𝑉𝑖𝑖 = 1
3

(𝑧𝑧1 + 𝑧𝑧2 + 𝑧𝑧3)𝑃𝑃∆,                                               (2) 
 

где 𝑧𝑧1, 𝑧𝑧2, 𝑧𝑧3 – отметки вершин треугольника, 𝑃𝑃∆ – площадь основания тре-
угольника.  

 Объем земляного полотна также возможно определить с применением 
трехмерного цифрового моделирования. Тогда, объем земляного полотна можно 
определить по 3D-модели. 

Большинство объектов имеют сложную форму, поэтому объект разбивают 
на более простые фигуры, а общий объем определяется как сумма объемов эле-
ментарных фигур. Однако на практике встречаются объекты, объем которых 
можно определить, как объем одной элементарной геометрической фигуры. Зем-
ляное полотно можно представить, как правильную усеченную пирамиду и опре-
делять его объем на основе данной фигуры. 

Рассмотрим определение объема усеченной пирамиды. Усеченная пирамида – 
это часть полной пирамиды, заключённая между её основанием и секущей пло-
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скостью, параллельной основанию (рисунок 1), при этом усеченную пирамиду счи-
тают правильной если она получена сечением правильной пирамиды плоскостью, 
параллельной основанию [8].  

 

 
Рисунок 1 – Правильная усеченная пирамида 

 
 

Формула вычисления объема 𝑉𝑉 правильной усеченной пирамиды [8]: 
 

𝑉𝑉 = 1
3

 ℎ(𝑃𝑃1 + �𝑃𝑃1𝑃𝑃2 + 𝑃𝑃2),                                                     (3) 
 

где ℎ – высота, 𝑃𝑃1 – площадь нижнего основания, 𝑃𝑃2 – площадь верхнего 
основания. 

Результаты 
Рассмотрим закономерности изменения точности вычисления объема зем-

ляного полотна при использовании различных формул. При этом использована 
общая формула вычисления средних квадратических ошибок функций по сред-
ним квадратическим ошибкам аргументов [9, 10]. 

 
Таблица 1  

Формулы определения и оценки точности объема земляного полотна 

Формула вычисления 
объема 𝑉𝑉 

Формулы вычисления средней квадратической ошибки 
𝑚𝑚𝑉𝑉 объема 𝑉𝑉 

𝑉𝑉 =
(𝑃𝑃1 + 𝑃𝑃2)

2
𝐿𝐿 𝑚𝑚𝑉𝑉 = ��𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝑃𝑃1
�
2
𝑚𝑚𝑃𝑃1
2 + � 𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝑃𝑃2
�
2
𝑚𝑚𝑃𝑃2
2 + �𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕
�
2
𝑚𝑚𝐿𝐿
2, � 𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝑃𝑃1
� = 𝐿𝐿

2
, 

� 𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑃𝑃2
� = 𝐿𝐿

2
, �𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕
� = 𝑃𝑃1+𝑃𝑃2

2
. 

Тогда 𝑚𝑚𝑉𝑉 = ��𝐿𝐿
2
�
2
𝑚𝑚𝑃𝑃1
2 + �𝐿𝐿

2
�
2
𝑚𝑚𝑃𝑃2
2 + �𝑃𝑃1+𝑃𝑃2

2
�
2
𝑚𝑚𝐿𝐿
2 .                      

При условии 𝑚𝑚𝑃𝑃1 = 𝑚𝑚𝑃𝑃2 = 𝑚𝑚𝑃𝑃 получим: 

𝑚𝑚𝑉𝑉 = �𝐿𝐿2

2
𝑚𝑚𝑃𝑃
2 + �𝑃𝑃1+𝑃𝑃2

2
�
2
𝑚𝑚𝐿𝐿
2 . 

Пример: 𝑃𝑃1 = 15 м2, 𝑃𝑃2 = 20 м2, 𝐿𝐿 = 50 м,𝑚𝑚𝑃𝑃1 = 𝑚𝑚𝑃𝑃2 =
0,02 м2,𝑚𝑚𝐿𝐿 = 0,005 м. 
Тогда: 𝑉𝑉 = 875 м3, 𝑚𝑚𝑉𝑉 = 0,71 м3  
𝑚𝑚𝑉𝑉
𝑉𝑉

= 0,71
875

= 1
1230

. 
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Окончание таблицы 1 
Формула вычисления 

объема 𝑉𝑉 
Формулы вычисления средней квадратической ошибки 

𝑚𝑚𝑉𝑉 объема 𝑉𝑉 

𝑉𝑉 =
1
3

(𝑧𝑧1 + 𝑧𝑧2 + 𝑧𝑧3)𝑃𝑃∆ 𝑚𝑚𝑉𝑉 =

��𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑧𝑧1
�
2
𝑚𝑚𝑧𝑧1
2 + �𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝑧𝑧2
�
2
𝑚𝑚𝑧𝑧2
2 + �𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝑧𝑧3
�
2
𝑚𝑚𝑧𝑧3
2 + � 𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝑃𝑃∆
�
2
𝑚𝑚𝑃𝑃∆
2 , 

�𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑧𝑧1
� = 1

3
𝑃𝑃∆, �𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝑧𝑧2
� = 1

3
𝑃𝑃∆,�𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝑧𝑧3
� = 1

3
𝑃𝑃∆, � 𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝑃𝑃∆
� = 1

3
(𝑧𝑧1 + 𝑧𝑧2 +

𝑧𝑧3). 
Тогда 𝑚𝑚𝑉𝑉 =

�
�1
3
𝑃𝑃∆�

2
𝑚𝑚𝑧𝑧1
2 + �1

3
𝑃𝑃∆�

2
𝑚𝑚𝑧𝑧2
2 + �1

3
𝑃𝑃∆�

2
𝑚𝑚𝑧𝑧3
2 +

+ �1
3

(𝑧𝑧1 + 𝑧𝑧2 + 𝑧𝑧3)�
2
𝑚𝑚𝑃𝑃∆
2

 .                     

При условии  𝑚𝑚𝑧𝑧1 = 𝑚𝑚𝑧𝑧2 = 𝑚𝑚𝑧𝑧3 = 𝑚𝑚𝑧𝑧 получим: 

𝑚𝑚𝑉𝑉 = �𝑃𝑃∆2

3
𝑚𝑚𝑧𝑧
2 + �1

3
(𝑧𝑧1 + 𝑧𝑧2 + 𝑧𝑧3)�

2
𝑚𝑚𝑃𝑃∆
2 . 

Пример: 𝑧𝑧1 = 2,08 м, 𝑧𝑧2 = 2,09  м, 𝑧𝑧3 = 2,10 м, 𝑃𝑃∆ =
7 м2,  𝑚𝑚𝑧𝑧1 = 𝑚𝑚𝑧𝑧2 = 𝑚𝑚𝑧𝑧3 = 0,005 м,𝑚𝑚𝑃𝑃∆ = 0,02 м2. 

Тогда: 𝑉𝑉 = 15 м3, 𝑚𝑚𝑉𝑉 = 0,046 м3  
𝑚𝑚𝑉𝑉
𝑉𝑉

= 0,046
15

= 1
320

. 

𝑉𝑉 = 1
3

 ℎ(𝑃𝑃1 + �𝑃𝑃1𝑃𝑃2 +
𝑃𝑃2)    (1) 

𝑚𝑚𝑉𝑉 = ��𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕ℎ
�
2
𝑚𝑚ℎ
2 + � 𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝑃𝑃1
�
2
𝑚𝑚𝑃𝑃1
2 + � 𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝑃𝑃2
�
2
𝑚𝑚𝑃𝑃2
2 , �𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕ℎ
� =

1
3

(𝑃𝑃1 + �𝑃𝑃1𝑃𝑃2 + 𝑃𝑃2), � 𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑃𝑃1
� = 1

3
ℎ(1 + 1

2�𝑃𝑃1𝑃𝑃2
𝑃𝑃2), � 𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝑃𝑃2
� =

1
3
ℎ(1 + 1

2�𝑃𝑃1𝑃𝑃2
𝑃𝑃1).  

Тогда 𝑚𝑚𝑉𝑉 =

⎷
⃓⃓
⃓⃓
⃓⃓
⃓⃓
⃓⃓
⃓⃓
�⃓

��𝑃𝑃1+�𝑃𝑃1𝑃𝑃2+𝑃𝑃2�
3

�
2
𝑚𝑚ℎ
2 +

+ �1
3
ℎ �1 + �𝑃𝑃2

2�𝑃𝑃1
��

2

𝑚𝑚𝑃𝑃1
2 +

+ �1
3
ℎ(1 + �𝑃𝑃1

2�𝑃𝑃2
)�

2
𝑚𝑚𝑃𝑃2
2

 .                          

(2)            
Пример: ℎ = 2,08 м, 𝑃𝑃1 = 50 м2, 𝑃𝑃2 = 30 м2, 𝑚𝑚ℎ =
0,005 м,𝑚𝑚𝑃𝑃1 = 𝑚𝑚𝑃𝑃2 = 0,02 м2. 

Тогда: 𝑉𝑉 = 82 м3, 𝑚𝑚𝑉𝑉 = 0,21 м3  
𝑚𝑚𝑉𝑉
𝑉𝑉

= 0,21
82

= 1
390

. 

 
Обсуждение 

Исследуем влияние формы правильной усеченной пирамиды на точность опр-
еделения её объема по формуле (1). Для вычисления средней квадратической оши-
бки 𝑚𝑚𝑉𝑉   объема 𝑉𝑉 правильной усеченной пирамиды используется формула (2). 
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При использовании формулы (2) введем коэффициент вытянутости k, рав-
ный отношению высоты усеченной пирамиды к среднеарифметическому площа-
дей оснований, т.е., 

2
21 PP

hk
+

= . Тогда формула (2), запишется  

 

k
kPPVmm hV

14
23

1 2
21 ++

= .                                                       (4) 

 

При этом учтено, что hp hmm
3
1

= .  

Исследуя выражение 
k

k 14 2 +  на экстремум, приходим к выводу, что мини-

мальное значение средней квадратической ошибки правильной усеченной пира-
миды будет при 

2
1

=k . В этом случае 

 

23
2 21 PPVmm hV

+
= .                                                             (5) 

 
Если разделить формулу (3) на формулу (4), то придем к выводу, что сред-

няя квадратическая ошибка определения объема правильной усеченной пира-
миды произвольного размера, вычисляемого по его высоте и площадям основа-

ний, будет в 
2
114 2

k
k + больше, чем у правильной усеченной пирамиды, у кото-

рой отношение ее высоты к среднеарифметическому радиусов оснований состав-
ляет 

2
1

=k . 

Заключение 
Таким образом, средние квадратические ошибки объемов усеченных пира-

мид зависят от средних квадратических ошибок измерения высот усеченных пи-
рамид, их объемов, площадей оснований и от геометрии усеченных пирамид, т. 
е. от соотношения высоты усеченной пирамиды к среднеарифметическому ради-
усов оснований. Минимальные средние квадратической ошибки вычисления их 
объемов будут у усеченных пирамид, у которых отношение высоты к средне-
арифметическому площадей оснований равно 

2
1

=k  (при вычислении объема 

по высоте конуса и площадям оснований). 
На основании изложенного можно заключить, что средние квадратические 

ошибки определения объемов земляного полотна зависят от средних квадрати-
ческих ошибок измерений измеряемых величин в зависимости от используемых 
формул вычисления объемов. Минимальные средние квадратической ошибки 
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вычисления их объемов будут при вычислении объемов по аналитическому ме-
тоду поперечных профилей и вычислении объемов по предложенному методу 
разбивки на элементарные фигуры. Разбивка сложных объектов на элементарные 
фигуры (усеченные пирамиды) с последующим суммированием объемов позво-
ляет достичь высокой точности.  
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