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Аннотация. Сейсмические методы активно применяются при решении задач контроля состо-
яния горных пород и подземных сооружений. При этом, основная часть предлагаемых подхо-
дов ориентирована на использовании объемных волн. Однако, обычно трактуемые как помехи, 

поверхностные волны несут до 75% волнового поля вблизи границы. И можно попытаться 
использовать фазовые характеристики поверхностных волн для решения обратных задач с це-
лью определения скорости поперечных волн вблизи границы. В работе рассматривается воз-
можность использование одного целевого функционала, полученного с использованием S-

преобразования, для решения обратной задачи восстановления свойств среды вблизи границы 

шахт и штолен. Основное его отличие от обычно рассматриваемых состоит в том, что там 

комплексно используется как фазовая скорость, так и групповая. Показано, что несмотря на 
то, что этот функционал и сам является «приближенным», задача его минимизации вполне 
решает обратную задачу в простейших случаях. 
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Abstract. Seismic methods are actively used to solve problems of monitoring the state of rocks and 

underground structures. At the same time, the main part of the proposed approaches is focused on the 

use of volumetric waves. However, surface waves, usually treated as interference, carry up to 75% of 

the wave field energy near the boundary. And one can try to use the phase characteristics of surface 

waves to solve inverse problems in order to determine the velocity of transverse waves near the 

boundary. The paper considers the possibility of using one target functional obtained using the S-

transformation to solve the inverse problem of restoring the properties of the medium near the 

boundary of mines and adits. Its main difference from those usually considered is that both the phase 

velocity and the group velocity are used in it. It is shown that despite the fact that this functional itself 

is "approximate", the problem of its minimization completely solves the inverse problem in the 

simplest cases. 
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Введение 
Целью данной работы является исследование возможности одного из под-

ходов для решения обратных задач, с целью определения параметров среды 

вблизи шахт и штолен. И продолжает исследования в данном вопросе, начатые в 
[1-2].  

S-преобразование это одно из «оконных преобразований Фурье». См. [3-5] 

В геофизики оно может быть использовано, в частности, для построения т.н. 𝑓 െ𝑘 спектров сейсмограмм [5], на основании которых можно будет получить фазо-
вые скорости поверхностных волн. Этот подход, анализа 𝑓 െ 𝑘 спектров, как и 

терминология, взяты из анализа сейсмограмм путем двумерного преобразования 
Фурье измеренных сейсмограмм.  𝑓 െ 𝑘 спектры, в свою очередь, позволяют сде-
лать те или иные заключения о среде, в которой эти волны распространяются. В 

данной работе рассматривается способ использовать некоторые, обычно сами по 
себе не используемые данные, полученные при построении 𝑓 െ 𝑘 спектров, для 
решения обратных задач. Чтобы отличать �спектры, полученные при примене-
нии S-преобразования, будем обозначать их 𝑆𝑓 െ 𝑘 спектрами. 

Построение функционала. 1 Функции. 

S-преобразование временного сигнала 𝑔ሺ𝑡ሻ имеет следующий вид  
 𝑆ሾ𝑔ሺ⋅ሻሿሺ𝑡, 𝑓ሻ ൌ |௙|√ଶగఙ ׬ 𝑔ሺ𝜏ሻ𝑒ି೑మሺ೟షഓሻమమ഑మ 𝑒ି௜ଶగ௙ఛ𝑑𝜏ஶିஶ .  (1) 

 

Здесь 𝜎некоторый параметр, отвечающий за «ширину окна».  

В [5] для построения 𝑆𝑓 െ 𝑘 спектров применялась следующая схема. Пусть 
у нас в каждой точке по оси 𝑧 наблюдается сигнал 𝑔ሺ𝑧, 𝑡ሻ. Обозначим 𝐺ሺ𝑧, 𝑡, 𝑓ሻ ൌ𝑆ሾ𝑔ሺ𝑧,⋅ሻሿሺ𝑧, 𝑡, 𝑓ሻ. Если 𝑔ሺ𝑧, 𝑡ሻ запись прохождения поверхностной волны, то из-
вестно следующее соотношение [4]  

 𝐺ሺ𝑧 ൅ 𝑙, 𝑡, 𝑓ሻ ൌ 𝑒ି௜ଶగ௞ሺ௙ሻ௟𝑒ିఒሺ௙ሻ௟𝐺ሺ𝑧, 𝑡 െ 𝑘′ሺ𝑓ሻ𝑙,𝑓ሻ (2) 
 

Здесь 𝑘ሺ𝑓ሻ - волновое число. 𝜆ሺ𝑓ሻ - частотно зависимый параметр затухания. 
Собственно, это приближенная формула, полученная в предположении, что 𝑘″ሺ𝑓ሻ мало. 

И далее, обозначим  
 

 𝛺ሺ𝑢, 𝑓, 𝑘ሻ ൌ ቚ׬ 𝐺ሺ𝑧, ௭௨ . 𝑓ሻ𝑒ଶగ௭௞𝑑𝑧∞ି∞ ቚ (3) 

 

Тогда 𝑆𝑓 െ 𝑘 спектр описывается функцией   
 

 𝑃ሺ𝑓, 𝑘ሻ ൌ 𝑚𝑎𝑥௨ 𝛺ሺ𝑢,𝑓, 𝑘ሻ (4) 

 

Пусть максимум в (4) достигается в некоторой точке  
 𝑈ሺ𝑓, 𝑘ሻ ൌ 𝑎𝑟𝑔𝑚𝑎𝑥௨ 𝛺ሺ𝑢,𝑓, 𝑘ሻ  (5) 
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Из (2) следует, что в простейших случаях сигнала ,типа бегущей волны, ко-
гда отсутствует дисперсия волны  (или дисперсия мала), 𝛺 из (3) будет дости-

гаться, когда 𝑢 - групповая скорость (или не сильно отличается от групповой 

скорости).  

Построение функционала. 2 Обратная задача. 
Рассмотрим модель среды вне штольни. Это будет область 𝑉 ൌሼሺ𝑥, 𝑦, 𝑧ሻ|𝑟ଶ ≡ 𝑥ଶ ൅ 𝑦ଶ ൐ 𝑟଴ଶ, 𝑧 ∈ ሺെ∞,∞ሻሽ - внешность бесконечного цилиндра. 

Считаем, что параметры среды будут цилиндрически симметричны. Пусть в ней 

происходит волновой процесс, также цилиндрически симметричный. И мы ме-
ряем волновое поле на границе цилиндра - 𝑔ሺ𝑧, 𝑡ሻ.  

Считаем, что в полном волновом поле главную часть составляют поверх-
ностные волны. Причем их свойства в основном зависят от свойств среды под 

точкой наблюдения (при фиксированном 𝑧). Это приводит нас к следующе по-
становке обратной задачи. 

 По функции 𝑔ሺ𝑧, 𝑡ሻ строим функцию 𝑈ሺ𝑓, 𝑘ሻ из (5).  

Рассмотрим модель среды с кусочно-постоянными параметрами. Не завися-
щими от 𝑧. Мы будем считать плотности постоянными и не искать их. Таким 

образом, параметрами среды будут 𝑉௉,𝑉ௌ - скорости продольных и поперечных 
волн. А также линии разрыва коэффициентов 𝑅 ൌ ሼ𝑟 ൌ 𝑟௜ , 𝑖 ൌ 1,� ,𝑛ሽ, на кото-
рых мы будем предполагать, что соответствующие напряжения и смещения 
равны. Решение уравнений Ламе будем искать в виде 𝑉ሺ𝑟ሻ 𝑒𝑥𝑝ሺ 𝑖2𝜋ሺ𝑓𝑡 െ 𝑘𝑧ሻሻ. 
Это приведет нас к задаче  

 

 𝐿 ቀ𝑟,𝑓,𝑘, ௗௗ௥ቁ𝑉 ൌ 0 (6) 

 

Здесь мы через 𝐿 обозначили соответствующий дифференциальный опера-
тор, вместе с соответствующими условиями на разрывах. Точный вид этих урав-
нений в данном случае не слишком важен, так как мы не обсуждаем решение 
задачи (6). Для уравнения (6) ставится задача: при каждом 𝑓 найти такие 𝑘ሺ𝑓ሻ, 
что (6) имеет нетривиальное решение. При этом 

௙௞ሺ௙ሻ - фазовая скорость волны, а ቀௗ௞ௗ௙ቁିଵ- групповая скорость. В отличии от задач в полупространстве, когда рас-
сматривается внешность цилиндра, существует нижняя граница 𝑓  при которой 

существуют волновые числа 𝑘ሺ𝑓ሻ и задача (6) имеет нетривиальное решение. . 
Известно, что фазовые скорости поверхностных волн мало зависят скоро-

стей продольных волн. Поэтому, при решении обратных задач, мы будем пред-

полагать, что 𝑉௉ ൌ √3𝑉ௌ. Тем самым наша среда описывается с помощью 𝑅 и 𝑉 ൌ൛𝑉ௌ௜ , 𝑖 ൌ 1,𝑛 ൅ 1ൟ - скоростями в слоях: 𝑉ௌሺ𝑟ሻ ൌ 𝑉ௌ௜ , 𝑟௜ିଵ ൏ 𝑟 ൏ 𝑟௜, 𝑉ௌሺ𝑟ሻ ൌ𝑉ௌ௡ାଵ, 𝑟 ൐ 𝑟௡ Рассмотрим следующий функционал 
 𝛷ሺ𝑉,𝑅ሻ ൌ ׬ ൤ቀௗ௞ሺ௙ሻௗ௙ ቁିଵ െ 𝑈ሺ𝑓, 𝑘ሺ𝑓ሻሻ൨ଶ 𝑑𝑓௙మ௙భ . (7) 
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С учетом того, что у нас используется дискретное преобразование Фурье, в 
(7) интеграл � это конечная сумма, а 𝑈ሺ𝑓, 𝑘ሻ ൌ ሺ𝑢ሺ𝑓௜ ,𝑘௝ሻሻ - матрица. Сам функ-
ционал можно было бы определить и таким образом, но с учетом того, что мы 

планируем вычислять вторые производные от функционала, окончательный вид 

функционала, исследуемого в статье, следующий:  
 𝛷ሺ𝑉,𝑅ሻ ൌ ∑ ൤ቀௗ௞ሺ௙೔ሻௗ௙ ቁିଵ െ 𝑆𝑈௙೔ሺ𝑘ሺ𝑓௜ሻሻ൨ଶே೑௜ୀଵ  (8) 

 

где 𝑆𝑈௙೔ሺ⋅ሻ  -  кубический сплайн, проходящий через точки 𝑢ሺ𝑓௜ ,𝑘௝ሻ. 
Конечно, (8) не единственный тип функционала, минимизация которого мо-

жет дать возможность определить структуру среды при таком подходе. Так, вме-
сто (7) можно рассмотреть, например, следующий функционал:  

 𝐹ሺ𝑉,𝑅ሻ ൌ െ׬ 𝑃ሺ𝑓, 𝑘ሺ𝑓ሻሻ𝑑𝑓௙మ௙భ , (9) 
 

где P определена в (4). Из-за ограниченности места мы не обсуждаем этот под-

ход. 

Обратная задача. Некоторые результаты. 

1. Однородная среда. 
В качестве данных для решения обратных задач брались синтетические сей-

смограммы, построенные с помощью свободно распространяемого пакета 
SPECFEM2D (https://github.com/SPECFEM/specfem2d). Во всех случаях в каче-
стве 𝑟଴ (радиуса цилиндра � «граница штрека») бралась равной 2.5м. Во всех рас-
четах было 1300 приемников, расстояние между ними 0.2м, дискретизация по 
времени 10-4с. При построении матрицы 𝑈ሺ𝑓, 𝑘ሻ ൌ ሺ𝑢ሺ𝑓௜ ,𝑘௝ሻሻ использовались 
данные от 100 рядом стоящих приемников. И этим окном по приемникам пробе-
гали весь профиль. Результат соотносили с точкой посередине окна. В представ-
ления функционала (8) суммирование проводилось от 250гц до 800гц с шагом 

10/3гц. 

Для первого примера выберем однородную модель. Скорости в среде: 
VP=2800м/с, VS=1700м/с. На рис. 1 показана часть сейсмограммы.  

 

 

Рис. 1. Сейсмограмма и амплитудный спектр сейсмограммы 
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Результат минимизации функционала (8) следующий. Мы считали, что 
среда однородна. И минимум достигался при VS=1693м/с. Само же поведение 
групповой скорости и матрцы U отражено на следующем графике. 

 

 

Рис. 2. Поведение компонент функционала (8) в точке минимума 
 

 

Несколько пояснений к графику. «Пилообразность» функции 𝑈ሺ𝑓, 𝑘ሺ𝑓ሻሻ яв-
ляется следствием того, что минимум функции (3) искался с определенным ша-
гом. Относительная разность же этих двух величин не более 5%. Заметим, что 
функционал (8) в принципе не может быть равен нулем (дисперсия поверхност-
ных волн существует).  

2 Слоисто-неоднородная среда. 
В качестве второго примера мы возьмем среду, данные для расчета прямой 

задачи которой и сейсмограмма представлены на следующем рисунке. Ампли-

тудный спектр мы не приводим, он также имеет 400гц несущей частотой. 

 

 

Рис. 3. Модель среды и сейсмограмма 
 

 

Как говорилось ранее, обработка сейсмограммы шла в скользящем окне, за-
хватывая сто трасс. После окно сдвигалось на метр и опять производилась мини-
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мизация функционала (8). Результаты привязывались к точке, расположенной в 
середине окна. Для минимизации функционала мы выбрали двуслойную модель. 
Начальные данные, с которых стартовала минимизация, брались из результатов 
минимизации на предыдущем шаге. Мы приведем два результата. Это линия раз-
дела среды и обобщающий параметр среды вблизи границы. А именно, мы при-

ведем среднюю скорость волны VS под данной точкой до глубины, составляющей 

0.9 от длины волны, движущейся с этой средней скоростью, на несущей частоте 
сигнала. В нашем случае это 400гц.  

 

 

Рис.4. Результаты обработки сейсмограммы из рис. 3 

 

 

Также, для иллюстрации приведем графики групповой скорости и матрицы 𝑈ሺ𝑓, 𝑘ሺ𝑓ሻሻ вычисленных в точке 260м на профиле. А также графики групповых 
(VGR) и фазовых (VPH) скоростей, полученных из решения обратной задачи и из 
модели. Под последним мы понимаем фазовые и групповые скорости, получен-

ные в среде, параметры которой совпадают с параметрами модели строго под 

точкой наблюдения.  
 

 

Рис. 5 Поведение компонент функционала (8) в точке минимума и сравнение 
данных, полученных из решения обратной задачи с аналитическими. 
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Заключение 
Если мы хотим получить параметры поверхностных волн, не располагая 

приемниками, используемыми в сейсмологии, на достаточно редкой сети прием-

ников, мы с необходимостью приходим к использованию того или иного вари-

анта многоканальной обработке сейсмограмм, по типу S-преобразования. 
Обычно, в обратных задачах сейсмологии нахождение линий раздела слоев � до-
статочно неустойчивая процедура. Оказывается, что при минимизации исполь-
зованного в статье функционала, линии раздела определяются четче, чем скоро-
сти. Это позволяет надеяться на то, что применение данного подхода при ком-

плексной обработке сейсмограмм позволит лучше определить структуру среды 

вблизи свободной границы. 
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