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Аннотация. Рассматривается решение прямой динамической задачи теории упругости, кото-
рая моделирует формирование и распространение сейсмических волн от землетрясений, воз-
никающих при тектонических процессах в нижних слоях земной коры. Поставленная задача 
записывается в виде динамических уравнений теории упругости в терминах компонент скоро-
стей смещений и напряжений для двухмерной Декартовой системы координат. В настоящей 
статье рассматривается эффективный алгоритм решения данной прямой динамической задачи 
сейсмики. Численное решение задачи основано на методе комплексирования аналитического 
преобразования Лагерра и конечно-разностного метода. Интегральное преобразование Ла-
герра применяется по временной координате, аналогично спектральному преобразованию 
Фурье. Представлены численные результаты моделирования сейсмических волновых полей 
для реалистичной модели среды Байкальской рифтовой зоны. Анализируются сейсмические 
волновые поля, генерируемые в неоднородной упругой среде падающей волной из эпицентра 
землетрясения. 
 
Ключевые слова: упругая среда, сейсмические волны, землетрясения, прямая задача, преоб-
разование Лагерра, разностная схема 
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Abstract. The paper considers the solution of the direct dynamic problem of elasticity theory, which 
models the formation and propagation of seismic waves from earthquakes occurring during tectonic 
processes in the lower layers of the earth's crust. The problem is written in the form of dynamic 
equations of elasticity theory in terms of components of displacement and stress velocities for a two-
dimensional Cartesian coordinate system. This paper considers an efficient algorithm for solving this 
direct dynamic seismic problem. The numerical solution of the problem is based on the method of 
combining the analytical Laguerre transform and the finite-difference method. The integral Laguerre 
transform is applied along the time coordinate, similar to the spectral Fourier transform. The 
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numerical results of modeling seismic wave fields for a realistic model of the Baikal rift zone media 
are presented. Seismic wave fields generated in an inhomogeneous elastic medium by an incident 
wave from the earthquake epicenter are analyzed. 
 
Keywords:  elastic medium, longitudinal wave, earthquakes, direct problem, Laguerre transform, 
difference scheme 

Введение 

Регистрируемые сейсмические волны характеризуют не только очаг земле-
трясения, но и среду, через которую они распространяются, поэтому сейсмоаку-
стические волновые поля являются основным носителем информации в сейсмо-
логии. Самыми разрушительными при землетрясениях являются поверхностные 
волны, так как они имеют низкую частоту, большую амплитуду и внушительное 
время действия. Большую разрушительную силу имеют также прямые продоль-
ные сейсмические волны, возникающие в результате сдвига тектонических плит 
земной коры на больших по площади пространственных участках. В результате 
такого типа очагов землетрясений генерируется протяжённая плоская продоль-
ная волна с большой амплитудой. На амплитуду этих волн влияет не только гео-
логическая структура в очаге землетрясения, но структура и физические свой-
ства вышележащих слоёв среды. Точные значения характеристик сейсмических 
волн, регистрируемых на свободной поверхности, могут быть определены в ре-
зультате численного математического моделирования. Амплитуда и форма 
фронта этой волны зависит от геометрии границ нижележащих слоев и акусти-
ческой конрастности их физических свойств. 

Математические методы, основанные на распространении сейсмических 
волн в акустической или идеально упругой среде, успешно применяются к раз-
личным геофизическим задачам для идентификации геологических структур. 

В данной работе исследуются вопросы формирования сейсмических волно-
вых полей от землетрясений, возникающих при тектонических процессах в ниж-
них слоях земной коры. Для моделирования этого процесса численно решается 
прямая динамическая задача распространения сейсмических волн в упругой 
среде. Исходная система записывается в виде гиперболической системы в тер-
минах скоростей смещений и тензора напряжений. Для численного решения по-
ставленной задачи используется метод комплексирования аналитического пре-
образования Лагерра по времени и конечно-разностного метода по пространству. 
Данный метод решения динамических задач теории упругости был впервые рас-
смотрен в работах [1, 2], а затем развит и для задач вязкоупругости [3, 4]. Пред-
лагаемый метод решения можно рассматривать как аналог известного спек-
трально-разностного метода на основе Фурье-преобразования, только вместо ча-
стоты мы имеем параметр m - степень полиномов Лагерра. 

Постановка задачи 

Распространение сейсмических волн в упругой среде записывается извест-
ной системой уравнений первого порядка теории упругости через взаимосвязь 
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компонент вектора скорости смещений и компонент тензора напряжений в де-
картовой системе координат 1 2( , )x x :  
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Здесь i j - символ Кронекера, 1 2( , )x x , 1 2( , )x x  - упругие параметры среды, 

1 2( , )x x - плотность среды, 1 2( , )u u u


 - вектор скорости смещений, i j  - компо-

ненты тензора напряжений, 1 2 1 2( , ) x zF x x Fe F e 
  

 описывает пространственное 
распределение источника, а ( )f t - заданный временной сигнал в источнике. Для 
точечного источника типа центр давления: 0 0( ) ( )iF x x z z    .  

Задача решается при нулевых начальных данных 
0 0

0i i jt t
u  

   и гра-

ничных условиях на свободной поверхности 2 0x   
 

12 220 02 2
0.

x x
 

 
 

 
(3) 

 

Алгоритм решения 

Для решения поставленной задачи (1)-(3) используем интегральное преоб-
разование Лагерра по времени вида [1, 2]: 
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с формулой обращения 
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где )(htlm
  - ортогональные функции Лагерра. 
После применения интегрального преобразования Лагерра по времени ис-

ходная задача (1)-(3) сводится к решению системы дифференциальных уравне-
ний только по пространственным координатам 1 2( , )x x .  
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Для дальнейшего решения задачи используется конечно-разностная аппрок-
симация производных на сдвинутых сетках [5] с четвертым порядком точности. 
Определим искомые компоненты вектора решения в следующих узлах сеток:  
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В результате конечно-разностной аппроксимации системы (6), (7) получим 
систему линейных алгебраических уравнений. Представим искомый вектор ре-
шения W


 в следующем виде: 
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Тогда, полученная в результате преобразований система линейных алгебра-
ических уравнений в векторной форме может быть записана как: 
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Для решения данной системы линейных алгебраических уравнений исполь-
зуется итерационный метод сопряженных градиентов [6,7]. Преимуществом 
этого метода является быстрая сходимость к искомому решению, при условии 
хорошей обусловленности матрицы системы. Полученная в результате преобра-
зования Лагерра матрица системы обладает этим свойством за счет введённого 
параметра сдвига h , специально расположенного на главной диоганали. Выбор 
значения параметра h  даёт возможность существенно улучшать обусловлен-
ность матрицы системы. Решив систему линейных алгебраических уравнений, 
можно определить спектральные значения для всех компонент волнового поля 

( )W m


. Затем, воспользовавшись формулами обращения преобразования Лагерра 
(6), получим решение исходной задачи (1)-(3). 
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Численное моделирование 

Для численного моделирования распространения сейсмических волн, воз-
никающих в процессе землетрясения, были заданы две модели среды, описыва-
ющих предполагаемое строение байкальской рифтовой зоны [8]. Данная геогра-
фическая область характеризуется высокой сейсической активностью. Задавае-
мые для расчётов модели среды изображена на рис. 1.  

 

 
Рис 1. Модель среды 

 
 
Генерация сейсмических волн в эпицентре землетрясения в результате тек-

тонического сдвига нижних слоёв земной коры, залегающих вблизи границы 
земной коры и верхней мантии. Для возбуждения колебаний в очаге были заданы 
два источника. Первый - источник типа центр расширения, расположенный в 
точке с координатами 0 25x   км, 0 25z  км. Второй - источник типа вертикальная 

сила, расположенный в точке с координатами 0 75x   км, 0 45z  км. На рисунках 

2-4 изображены мгновенные снимки  волнового поля для zu  компоненты скоро-
сти смещений в моменты времени 3T  , 6T   и 12T   секунд. Временной сиг-
нал в источниках задавался в виде импульса Пузырёва: 
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Рис. 2. Мгновенный снимок волнового поля UZ – компоненты при T=3 секунды 

 

 
Рис 3. Мгновенный снимок волнового поля UZ – компоненты при T=6 секунды 

 

 
Рис. 4. Мгновенный снимок волнового поля UZ – компоненты  

при T=12 секунды 
 
 
На мгновенных снимках волнового поля, представленных на рис. 3 и рис.4, 

видно образование сложной интерференционной картины, вследствие отраже-
ния и преломления сейсмических волн в среде от различных границ слоёв. При 
расмотрения этих снимков волнового поля видно, что в зависимости от располо-
жения границ слоёв может формироваться фокусировка энергии различных волн 
на отдельных участках среды, приводящая к увеличению амплитуды упругих ко-
лебаний. При этом следует отметить, что амплитуда отражённых волн уменьша-
ется вследствие многократно отражения от границ. 
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Рис. 5. Сейсмотрассы для UZ компоненты регистрируемые на свободной 

поверхности 

 
 
На представленном рисунке 5 видно, что наибольшей амплитудой обладают 

волны, приходящие в первых вступлениях. Амплитуда и форма фронта этой 
волны зависит от геометрии границ нижележащих слоев и физических свойств 
среды. Видно, что в моменты фокусировки амплитуда волн увеличиватся и в по-
следующих вступлениях. 

Заключение 

Результаты численных расчётов показывают эффективность используемого 
алгоритма для решения поставленной задачи моделирования распространения 
сейсмических волн в сложнопостроенных неоднородных средах. Анализ полу-
ченных расчётов волновой картины распостранения сейсмических волн в таких 
средах, показывает возможность фокусировки энергии сейсических колебаний 
на определённых участках среды в области происходящего землятресения, что 
приводит к значительному увеличению ампитуды данных колебаний. Этот эф-
фект, как видно из представленных результатов моделирования, зависит от гео-
метрии строения среды и типа очага возбуждения сесмических колебаний. Ре-
зультаты моделирования возникающей волновой картины в зависимости от ча-
стоты сейсмических колебаний и геогического строения среды приводятся в ра-
ботах [9,10]. Этот факт следует учитывать при строительстве технических соору-
жений на поверхности, а также внутри среды и производить численное модели-
рование возникновения возможной волновой картины в случае зелетрясения. В 
дальнейших исследованиях предполагается изучить эффект возникновения резо-
нанса собственных колебаний в технических сооружениях и внешних сейсмиче-
ских колебний, возбуждаемых при землетрясениях. 
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