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Аннотация. Несмотря на активное развитие методов интерпретации гравиметрических дан-
ных, проблема точного вычисления вертикальных градиентов аномалий силы тяжести 
(ВГАСТ) до настоящего времени остается нерешенной в полной мере. Отсутствует единый 
подход к выбору метода расчета градиентов в зависимости от конкретной геолого-геофизиче-
ской задачи. Это обуславливает необходимость проведения комплексного сравнительного 
анализа существующих методов с целью выявления их применимости и эффективности. Такой 
анализ представляет собой важную задачу, как с теоретической, так и с прикладной точек зре-
ния и способствует развитию более точных и надёжных инструментов гравиразведки, а также 
для  решения задачи Молоденского, основанной на аналитическом продолжении  с помощью  
обращенного ряда Тейлора. В статье проведен сравнительный анализ результатов ВГАСТ 
вплоть до третьего порядка, полученных методом численного дифференцирования аномалий 
силы тяжести со значениями вертикальных градиентов аномалий силы тяжести, вычисленных 
методом разложения в ряд по сферическим функциям, в котором использован набор гармони-
ческих коэффициентов глобальной модели геопотенциала EIGEN-6C4, до 2190 степени и по-
рядка. Показано, что метод вычисления ВГАСТ, основанный на использовании формул чис-
ленного дифференцирования аномалий силы тяжести, не уступает по точности аналитиче-
скому методу с помощью разложения в ряд по сферическим функциям. 
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Abstract. Despite the active development of gravimetric data interpretation methods, the problem of 
accurate calculation of vertical gradients of gravity anomalies (VGAST) remains unsolved to date. 
There is no unified approach to the choice of gradient calculation method depending on the specific 
geological and geophysical problem. This necessitates a comprehensive comparative analysis of ex-
isting methods in order to determine their applicability and efficiency. Such an analysis is an im-
portant task from both theoretical and applied points of view and contributes to the development of 
more accurate and reliable tools for gravity exploration, as well as for the solution of the Molodensky 
problem based on the analytical continuation using the inverse Taylor series. In the article a compar-
ative analysis of the results of VGAST up to the third order, obtained by the method of numerical 
differentiation of gravity anomalies with the values of vertical gradients of gravity anomalies, calcu-
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lated by the method of expansion in series by spherical functions, in which a set of harmonic coeffi-
cients of the global geopotential model EIGEN-6C4 is used, up to 2190 degree and order. It is shown 
that the method of calculating the VGAST, based on the use of formulas for numerical differentiation 
of gravity anomalies, is not inferior in accuracy to the analytical method using the spherical function 
series expansion. 
 
Keywords: numerical differentiation, global gravity anomaly model, vertical gradient of gravity 
anomalies, spherical functions, harmonic coefficients of geopotential 

Введение 

Проблема определения вертикального градиента аномалий силы тяжести 
обладает высокой практической значимостью, как в гравиметрии, так и в геоде-
зии. Использование ВГАСТ существенно расширяет интерпретационные воз-
можности гравиметрической съёмки [1]. Кроме того, вертикальные градиенты 
аномалий силы тяжести  входят в формулы для вычисления поправочных членов  
теории Молоденского [2, 3]. 

Современная практика определения вертикальных градиентов основывается 
на различных методах, включая численное дифференцирование, спектральные 
преобразования и аналитические выражения, полученные из решений прямой за-
дачи гравиметрии. Однако каждый из этих методов имеет ограничения, связан-
ные с точностью, устойчивостью к шумам и особенностями применяемых алго-
ритмов. 

К настоящему времени разработаны различные методы вычисления ВГАСТ 
[3, 4–7], в которых учитывается реальная физическая поверхность Земли и оце-
нивается влияние наклонов местности.  

Цель данного исследования – провести сравнительный анализ вычисления 
вертикальных производных аномалий силы тяжести включительно до третьего 
порядка двумя разными методами: 

1. Вычисление вертикальных грададиентов аномалий силы тяжести ВГАСТ 
методом численного дифференцирования на плоскости;  

2. Вычисление радиальных градиентов аномалий силы тяжести (РГАСТ) на 
сфере с помощью разложения в ряд по сферическим функциям  с учетом 
гармонических коэффициентов геопотенциала EIGEN-6C4 до степени 2190. 

Методы и материалы 

При получении числовых значении ВГАСТ по заданному распределению 
аномалий силы тяжести g  обычно используются различные схемы вычислений, 
вытекающие из формулы Нумерова [ 8 ], которая имеет следующий вид  
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где 0g  – аномалия силы тяжести в исследуемой точке; g  – аномалия силы тя-
жести в текущей точке на плоскости; r , a  ее полярные координаты; ось z направ-
лена вертикально вниз. 
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Однако определение ВГАСТ на физической поверхности Земли по анома-
лиям силы тяжести (АСТ), заданным на ее поверхности, с помощью формулы (1) 
возможно только в равнинных районах. 

На рисунке 1 показаны модель рельефа Earth 2014 и глобальная модель ано-
малий силы тяжести в свободном воздухе. 

 

 
 а)       б) 

Рис. 1. Цифровые модели, используемы в исследовании:а) картосхема рельефа 
Earth 2014, б) картосхема аномалий силы тяжести в свободном воздухе 
 
 
Для вычисления ВГАСТ методом численного дифференцирования (фор-

мула (2)) [9] используется конечноразностная схема двухточечного шаблона чис-
ленного дифференцирования, суть которого заключается в том, что на отсчетной 
плоскости OXY в начале прямоугольных координат Р(0,0,0) задана аномалия 
силы тяжести g (0,0,0), дифференцируемая достаточное число раз, 
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Формула (3) предназначена для определения первого радиального гради-
ента АСТ (производной первого порядка) методом разложения в ряд по сфери-
ческим функциям с учетом гармонических коэффициентов геопотенциала 
EIGEN-6C4 до степени 2190. 
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На рисунке 2 представлены картосхемы вертикальной производной АСТ 
первого порядка, полученные разными методам. 
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 а)       б) 

Рис. 2. Картосхемы вертикальной производной АСТ первого порядка, 
полученные разными методам: а) ВГАСТ первого порядка (метод численного 

дифференцирования),  б) РГАСТ первого порядка (метод разложения  
в ряд по сферическим функциям) 

 
 

Kартосхема распределения разности 
 g P

r


 
  

между методом числен-

ного дифференцирования по формуле ( 2 ) и методом разложения в ряд Фурье по 
формуле ( 3 ) изображена на рисунке 3. 
 

 

Рис. 3. Kартосхема распределения разности g   
  
 

Статистическая характеристика распределения значений    
 g P

r


 
  

на 

земной поверхности представлена в виде гистограммы, показанной на рисунке 4. 
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Рис. 4. Гистограмма распределения разности  
 g P
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Приведенная на рисунке 4 гистограмма распределения g по характеру по-
чти соответствует распределению Гаусса (т. е. нормальному распределению).  

В таблице 1 представлены статистические характеристики распределения 
разности между методом численного дифференцирования и методом разложения 
в ряд Фурье 

 
Таблица 1 

Статистические характеристики распределения разности 
 g P

r


 
  

      

Характеристики Значения 
Number of values 9331200 
Minimum (1 ∙ 10ିଽсିଶ) -1,47212 
Maximum (1 ∙ 10ିଽсିଶ) 2,27346 
Range (1 ∙ 10ିଽсିଶ) 3,745576 
Mean (1 ∙ 10ିଽсିଶ) -0,003 
Standard deviation (1 ∙ 10ିଽсିଶ) 0,129494 

 
Результаты вычислений показывают, что максимальное абсолютное значе-

ние разности  අ
 g P

r


 
  

ඉ  равно 9 22,27 10 c  , среднее арифметическое зна-

чение этой разности равно 9 20,003 10 c  , а стандартное отклонение составляет  
9 20,1295 10 c    . Таким образом, вычисленные с помощью разложения в ряд 

по сферическим функциям значения РГАСТ, практически не отличаются от зна-
чений ВГАСТ, вычисленных по формуле численного дифференцирования 
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Для вычисления второй вертикальной производной аномалии силы тяжести, 
используется конечноразностная схема трехточечного шаблона, в котором ано-
малии силы тяжести g  расположены вдоль вертикальной оси OZ симметрично 
относительно результативной точки 𝑃(0,0,0) с шагом по высоте ℎ, в интервале 
[(0,0,−ℎ)<(0,0,0)<(0,0,+ ℎ) ]. 

В соответствии с этим шаблоном вторая вертикальная производная анома-
лий силы тяжести вычисляется как первая производная от первой производной 
по выражению 4 
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Формула для определения второго радиального градиента АСТ (производ-
ной второго порядка по радиусу вектору) методом разложения в ряд по сфериче-
ским функциям с учетом гармонических коэффициентов геопотенциала EIGEN-
6C4 до степени 2190 имеет следующий вид 
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Картосхемы второй вертикальной производной АСТ разными методами 
представлены на рисунке 5. 

 

 
а)       б) 

Рис.5. Картосхемы второй вертикальной производной АСТ разными 
методами:а) ВГАСТ второго порядка (метод численного дифференцирования),  
б) РГАСТ второго порядка (метод разложения в ряд по сферическим функциям) 
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Картосхема распределения разностей   
 2

2

g P

r

  
   

 между результатами, 

полученными методом численного дифференцирования и методом разложения в 
ряд Фурье, представлена на рисунке 6. 
 

 

Рис. 6. Kартосхема распределения разности 
 2

2
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 вторых производных 

между методом численного дифференцирования и методом разложения в ряд 
Фурье 

 
 

Статистические характеристики распределения разности производных вто-

рого порядка –
 2

2

g P

r

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   

, полученных методом численного дифференцирова-

ния и методом разложения в ряд Фурье, представлены гистограммой распределе-
ния разности производных (рис. 7). 
 

 

Рис. 7. Гистограмма распределения разности
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 производных 

второго порядка. 
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Статистические параметры распределения разности    
 2

2

g P

r

  
   

       про-

изводных второго порядка показаны в таблице 2. 
 

Таблица 2 

Статистические характеристики распределения разности g  

Характеристики Значения 
Number of values 9331200 
Minimum (1 ∙ 10ିଵସмିଶсିଶ) -59,9961 
Maximum (1 ∙ 10ିଵସмିଶсିଶ) 65,7178 
Range (1 ∙ 10ିଵସмିଶсିଶ) 125,7139 
Mean (1 ∙ 10ିଵସмିଶсିଶ) 0,005554 
Standard deviation (1 ∙ 10ିଵସмିଶсିଶ) 1,523214 

 
Результаты таблицы 2 показывают, что среднее арифметическое значение  

 2
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g P
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
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 этой разности равно 14 1 20,005554 10 м c    ,а стандартное отклоне-

ние составляет 14 1 21,523214 10 м c     . Таким образом, вычисленные с помо-
щью разложения в ряд по сферическим функциям значения второй вертикальной 
радиальной производной аномалии силы тяжести, практически не отличаются от 
значений второй вертикальной производной аномалии силы тяжести, вычислен-
ных по формуле численного дифференцирования. 

Формула для вычисления третьей вертикальной производной аномалии 
силы тяжести (АСТ) методом численного дифференцирования основана на по-
этапном подходе, при котором производная третьего порядка определяется как 
первая производная от ранее вычисленной второй производной. В расчётах при-
меняется пятиточечная конечноразностная схема, выражение которой имеет сле-
дующий вид 
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Аналитическое выражение для определения третьего радиального гради-
ента АСТ (т.е. третьей производной по радиус-вектору) на основе разложения в 
ряд по сферическим функциям с учётом гармонических коэффициентов геопо-
тенциала модели EIGEN-6C4 до степени 2190 имеет следующий вид: 
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(7) 
Картосхемы вертикальных производных АСТ третьего порядка показаны на 

рисунке 8. 
 

 
а)       б) 

Рис.8. Картосхемы вертикальных производных АСТ третьего порядка. а) 
ВГАСТ третьего порядка (метод численного дифференцирования),  б) РГАСТ 

третьего порядка (метод разложения в ряд по сферическим функциям) 
 
 

Kартосхема распределения разности разности 
 3

3

g P

r

  
   

 производных 

третьего порядка представлена на рисунке 9. 
 

 

Рис. 9. Kартосхема распределения разности g   
производных третьего порядка между методом численного  
дифференцирования и методом разложения в ряд Фурье 
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Статистическая характеристика распределения значений 
 3

3

g P

r

  
   

 на 

земной поверхности представлена в виде гистограммы, показанной на рисунке 
10. 

 

 

Рис. 7. Гистограмма распределения разности 
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Численные характеристики распределения разности
 3

3

g P

r

  
   

 производ-

ных третьего порядка между методом численного дифференцирования и мето-
дом разложения в ряд Фурье приведены в таблице 3. 

 
Таблица 3 

Статистические характеристики распределения разности ∆G 

Характеристики Значения    
Number of values 9331200 
Minimum (1 ∙ 10ିଵ଻мିଶсିଶ) -24,8657 
Maximum (1 ∙ 10ିଵ଻мିଶсିଶ) 22,48084 
Range (1 ∙ 10ିଵ଻мିଶсିଶ) 47,34655 
Mean (1 ∙ 10ିଵ଻мିଶсିଶ) -0,00092 
Standard deviation (1 ∙ 10ିଵ଻мିଶсିଶ) 0,536097 

 
Среднее арифметическое значение этой разности равно 

17 2 20,00092 10 м c    , стандартное отклонение составляет 
17 2 21,536097 10 м c     . Таким образом, результаты определения вертикаль-

ной производной АСТ третьего порядка двумя методами, практически совпа-
дают между собой. 
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Заключение 

В результате сравнительного анализа двух различных методов вычисления 
вертикальных производных аномалий силы тяжести включительно до третьего 
порядка установлено их практическое совпадение. Однако, по затратам машин-
ного времени процесс пересчета аномалий силы тяжести на более высокий уро-
вень методом численного дифференцирования требует значительного объема 
вычислений.  

Вычисление второй вертикальной производной аномалии силы тяжести ме-
тодом численного дифференцирования, в котором используется конечноразност-
ная схема трехточечного шаблона в 10 раз превосходит затраты времени по срав-
нению с методом, использующим разложение в ряд Фурье по системе сфериче-
ских функций до 2190 степени и порядка. 

Затраты машинного времени для вычисления производной третьего порядка 
методом численного дифференцирования составили около 60 часов. Вычисление 
третьей радиальной производной аномалий силы с учетом сферических гармо-
ник глобальной модели геопотенциала EIGEN-6C4 до 2190 степени составили 10 
часов. Поэтому для решения задачи М.С. Молоденского методом аналитиче-
ского продолжения с экономической точки зрения предпочтительно вычисление 
второй и третьей вертикальной производной аномалий силы тяжести выполнять 
методом разложения в ряд по сферическим функциям. 
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