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Аннотация. Распространение волн в упругих, пористых средах представляет интерес для раз-
личных областей науки и техники. Теория этого явления широко изучалась в механике грун-
тов, сейсмологии, акустике, сейсмотехнике, океанотехнике, геофизике и многих других дис-
циплинах. В настоящей работе рассматривается решение прямой динамической задачи теории 
упругости, которая моделирует формирование и распространение сейсмических волн от зем-
летрясений. Поставленная задача записывается в виде динамических уравнений теории упру-
гости в терминах компонент скоростей смещений и напряжений для двухмерной Декартовой 
системы координат. В настоящей статье рассматривается эффективный алгоритм решения 
данной прямой динамической задачи сейсмики. Численное решение задачи основано на ме-
тоде комплексирования аналитического преобразования Лагерра и конечно-разностного ме-
тода. Представлены численные результаты моделирования сейсмических волновых полей для 
реалистичной модели среды Байкальской рифтовой зоны. 
  
Ключевые слова: упругая среда, сейсмические волны, землетрясения, прямая задача, преоб-
разование Лагерра, разностная схема. 
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Abstract. Wave propagation in elastic, porous media is of interest for various fields of science and 
technology. The theory of this phenomenon has been widely studied in soil mechanics, seismology, 
acoustics, seismic engineering, ocean engineering, geophysics and many other disciplines. This paper 
considers the solution of a direct dynamic problem in the theory of elasticity, which models the 
formation and propagation of seismic waves from earthquakes.The problem posed is written in the 
form of dynamic equations of the theory of elasticity in terms of the components of displacement and 
stress velocities for a two-dimensional Cartesian coordinate system. This article discusses an effective 
algorithm for solving this direct dynamic seismic problem. The numerical solution of the problem is 
based on the method of combining the analytical Laguerre transformation and the finite-difference 
method. Numerical results of modeling seismic wave fields for a realistic model of the environment 
of the Baikal rift zone are presented. 
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Введение 
Регистрируемые сейсмические волны характеризуют не только очаг земле-

трясения, но и среду, через которую они распространяются, поэтому они явля-
ются основным носителем информации в сейсмологии. Самыми разрушитель-
ными при землетрясениях являются поверхностные волны, так как они имеют 
низкую частоту, большую амплитуду и внушительное время действия. Большую 
разрушительную силу имеют также прямые продольные сейсмические волны, 
возникающие в результате сдвига тектонических плит земной коры на больших 
по площади пространственных участках. В результате такого типа очагов земле-
трясений генерируется протяжённая плоская продольная волна с большой ам-
плитудой. На амплитуду этих волн влияет не только геологическая структура в 
очаге землетрясения, но структура и физические свойств вышележащих слоёв 
среды.  

Математические методы, основанные на распространении сейсмических 
волн в акустической или идеально упругой среде,  успешно применяются к раз-
личным геофизическим задачам для идентификации геологических структур. 

В данной работе для моделирования процесса распространения сейсмиче-
ских волн в упругой среде численно решается прямая динамическая задача, ко-
торая записывается в виде гиперболической системы в терминах скоростей сме-
щений и тензора напряжений. Для численного решения поставленной задачи ис-
пользуется метод комплексирования аналитического преобразования Лагерра по 
времени и конечно-разностного метода по пространству. Данный метод решения 
динамических задач теории упругости был впервые рассмотрен в работах [1, 2], 
а затем развит и для задач вязкоупругости [3, 4]. Предлагаемый метод решения 
можно рассматривать как аналог известного спектрально-разностного метода на 
основе Фурье-преобразования, В работах [2, 4] рассмотрены отличительные осо-
бенности данного метода от принятых подходов и обсуждаются преимущества 
применения преобразования Лагерра. 

Постановка задачи 
Распространение сейсмических волн в упругой среде записывается извест-

ной системой уравнений первого порядка теории упругости через взаимосвязь 
компонент вектора скорости смещений и компонент тензора напряжений в де-
картовой системе координат 1 2( , )x x .  
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Здесь i jδ - символ Кронекера, 1 2( , )x xλ , 1 2( , )x xµ  - упругие параметры среды, 

1 2( , )x xρ - плотность среды, 1 2( , )u u u=


 - вектор скорости смещений, i jσ  - компо-

ненты тензора напряжений, 1 2 1 2( , ) x zF x x F e F e= +


 

 описывает пространственное 
распределение источника, а ( )f t - заданный временной сигнал в источнике. Для 
точечного источника типа центр давления: 0 0( ) ( )iF x x z zδ δ= − − .  

Задача решается при нулевых начальных данных 
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и граничных условиях на свободной поверхности 2 0x =  
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Алгоритм решения 
Для решения поставленной задачи (1)-(4) используем интегральное преоб-

разование Лагерра по времени вида [1-4]: 
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где )(htlm

α  - ортогональные функции Лагерра. 
После применения интегрального преобразования Лагерра по времени ис-

ходная задача (1)-(4) сводится к решению системы дифференциальных уравне-
ний только по пространственным координатам 1 2( , )x x .  
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Для дальнейшего решения задачи используется конечно-разностная аппрок-
симация производных на сдвинутых сетках [5] с четвертым порядком точности. 
Определим искомые компоненты вектора решения в следующих узлах сеток:  

 

1 21
ji( m )u x xω ω∈ × , 

1 21 2
1 22

j /i /( m )u x xω ω ++∈ × , 
11 22

1 2
1 2

ji /( m ), ( m ) x xσ σ ω ω+∈ × , 
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1 2
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j /i( m ) x xσ ω ω +∈ × . 
 
В результате конечно-разностной аппроксимации задачи (7-8) получим си-

стему линейных алгебраических уравнений. Представим искомый вектор реше-
ния W

  в следующем виде: 
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Тогда, полученная в результате преобразований система линейных алгебра-

ических уравнений в векторной форме может быть записана как: 
 

1
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Для решения данной системы линейных алгебраических уравнений исполь-
зуется итерационный метод сопряженных градиентов[6,7]. Преимуществом 
этого метода является быстрая сходимость к искомому решению, при условии 
хорошей обусловленности матрицы системы. Полученная в результате преобра-
зования Лагерра матрица системы обладает этим свойством за счет введённого 
параметра сдвига h , специально расположенного на главной диоганали. Выбор 
значения параметра h  даёт возможность существенно улучшать  обусловлен-
ность матрицы системы. Решив систему линейных алгебраических уравнений, 
можно определить спектральные значения для всех компонент волнового поля 

( )W m


. Затем, воспользовавшись формулами обращения преобразования Лагерра 
(6), получим решение исходной задачи (1)-(4). 

Численное моделирование 
Для численного моделирования распространения сейсмических волн, воз-

никающих в процессе землетрясения, были заданы две модели среды, описыва-
ющих предполагаемое строение байкальской рифтовой зоны[8]. Данная геогра-
фическая область характеризуется высокой сейсической активностью. Задавае-
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мые для расчётов модели среды изображены на рис. 1 и рис. 2. На изображённых 
моделях, можно увидеть небольшие структурные различия в строении среды. 

 

 
Рис 1. Модель среды №1 

 

 
Рис 2. Модель среды №2 

 
 
На представленых рисунках изображены границы слоёв и подписаны значе-

ния скоростей продольных волн  PV   в этих слоях. Значения скоростей попереч-
ных волн  задавались по формуле / 3PSV V= . Плотность среды в слоях рассчи-
тывалась по известной формуле Гарднера 0.251.74 pVρ = ∗ . Физические характе-
ристики для водного слоя − скорость продольной волны  1480pV =  м/сек, плот-
ность 1.0ρ =  г/см3.  
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Как видно из представленной на рисунке модели данная среда имеет слож-
ное геологическое строение.Полагам, что в результате сдвига тектонических 
плит на границе земной коры и мантии генерируется плоская продольная волна 
параллельная этой границе. 

Генерация плоской продольной волны, образующаяся в процессе землетря-
сения, задавалась с помощью определения пространственного распределения ис-
точника  в исходных уравнениях системы (2) в виде  суперпозиции точечнвх ис-
точников располагающихся на одной горизонтальной линии в виде функции 

0 1
( , ) ( ) ( )

N
kk

F x z z z x xδ δ
=

= − −∑ , где N  – количество узлов сетки по координате X

, а 0z  - глубина формирования плоской волны. Значение глубины генерации 
плоской волны для численных расчетов волновых полей было задано равным 45 
км. Временной сигнал в источнике задавался в виде импульса Пузырёва с часто-
той 80f =  Гц. 

На мгновенных снимках волнового поля, представленных на рис. 3-6, изоб-
ражены мгновенные снимки  волнового поля для zu -компоненты скорости сме-
щений в моменты времени T = 6 и  T = 10 секунд. Видно, что при распростране-
нии сейсмической волны, сгенированой в эпиценре землятресения, на границах 
раздела слоев формируются различные типы отражённых волн.  

 

 
Рис 3. Мгновенный снимок волнового поля UZ – компоненты в момент времени 

T=6 секунд для модели среды №1 
 

На рис. 3 и рис. 4 изображены мгновенные снимки волнового поля UZ – ком-
поненты в момент времени падения прямой продольной волны на свободную по-
верхность в моделях среды №1 и №2. Из расмотрения волнового поля видно раз-
личие формирования волновых фронтов в моделях №1 и №2.в зависимости от 
геометрии границ слоёв. Общая интерференционная волновая картина склады-
вается в зависимости от геометрии этих границ и толщины слоев по сравнению 
с пространственной длиной волны. 
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Рис 4. Мгновенный снимок волнового поля UZ – компоненты в момент времени 

T=6 секунд для модели среды №2 
 

 
Рис 5. Мгновенный снимок волнового поля UZ – компоненты в момент времени 

T=10 секунд для модели среды №1 
 

 
Рис 6. Мгновенный снимок волнового поля UZ – компоненты в момент времени 

T=10 секунд для модели среды №2 
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На рис. 5 и рис. 6 изображены мгновенные снимки UZ – компоненты волно-
вого поля для моделей среды №1 и №2, соотвественно, в момент времени T=10 
секуд. На представленных снимках видно образоваие сложной итерференционой 
картины, вследствии отражения различных сейсмических волн от свободной по-
верхности и границ слоёв среды. Из расмотрения этих снимков волннового поля 
видно, что даже неболшое различие в строении моделей среды №1 и №2 приво-
дит к изменению областей фокуировки энергии сейсмических волн на различных 
участках среды. 

Заключение 
Результаты численных расчётов показывают эффективность используемого 

алгоритма для решения поставленной задачи моделирования распространения 
сейсмических волн в сложнопостроенных неоднородных средах. Анализ полу-
ченных расчётов визуальной картины волнового поля в результате распостране-
ния сейсмических волн в таких средах, показывает возможность фокусировки 
энергии сейсических колебаний на определённых участках среды в области про-
исходящего землятресения, что приводит к значителиному увелеченю ампитуды 
данных колебаний. Этот эффект, как видно из представленных результатов мо-
делирования, зависит от строения среды и частоты распространяющихся в ней 
колебаний. Результаты моделирования возникающей волновой картины в зави-
симости от частоты сейсмических колебаний приводятя в работе[9]. Этот факт 
следует учитывать при строительстве технических сооружений на поверхности, 
а также внутри среды и производить подобного рода численное моделирвание. 
В дальнейших исследованиях предполагается изучить эффект возникновения ре-
зонанса собственных колебаний в данных сооружениях и внеших сейсмических 
колебний от землетрясений. 
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