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Аннотация. При проникании инструмента в среду возникают два вопроса: как оценить сопро-
тивление среды и другой вопрос - чем один инструмент эффективнее другого. Предлагается 
два варианта описания сопротивления среды, из которых более реалистичным считается тот, 
при котором работа на преодоление сопротивления среды будет наименьшей. Для данного вы-
бора зависимости сопротивления материала от глубины проникания предпочтительнее пред-
ставляется тот инструмент, для которого работа по преодолению сил сопротивления будет 
также наименьшей. 
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Annotation. Two questions arise when the tool penetrates into the rock: how to evaluate the re-
sistance of the medium and, what makes one tool more effective than the other? The resistance may 
be assessed in two ways, but more realistic is the one at which the work to overcome the resistance 
is minimal. For the given choice of the dependence of the material resistance on the penetration depth, 
it seems preferable to use the tool for which the work to overcome the resistance forces will also be 
the least. 
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Введение 

В механике основным уравнением является уравнение движения Ньютона: 
mx F R  , 

где F - активная сила, R  - сопротивление движению. Его особенностью является 
то, что имеется сопротивление R , которое во многих случаях является величи-
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ной неизвестной, подлежащей определению. В отличие от R  величину F  воз-
можно измерять с помощью различных измерительных устройств таких, как ди-
намометр, манометр и т.д. Про величину R  возможно сказать то, что в общем 
случае она может являться функцией трех переменных: , ,x x t , что следует из за-
писи уравнения Ньютона. При этом зависимость, например, ( )R R t  определяет 
изменение сопротивления R  с ростом времени t , что соответствует «старению» 
материала. Если сопротивление R  зависит только от координаты x , характери-
зующей смещение одной части материала относительно другой, то это приводит 
к зависимости R  от деформации. Другой вид зависимости ( )R R x   означает, что 
сопротивление среды является функцией скорости x  (скорости проникания тела 
во внедряемую среду). Такой вид зависимости R  от x  представлен в  [1-5] 
 

2
0 1 2R B B x B x    , 

 
где коэффициенты 0 1 2, ,B B B  разложения R  по степеням x  находятся с помощью 
экспериментальных данных. 

Отметим, что в эту формулу не вошла глубина погружения x , хотя с точки 
зрения внедрения инструмента, например, в массив горных пород, сопротивле-
ние среды в большей степени зависит от глубины проникания (чем инструмент 
глубже внедрился в породу, тем сопротивление будет больше). 

Можно отметить ряд особенностей уравнения движения Ньютона. Первая 
особенность заключается в том, что сила R  может совпасть по величине с силой 
F , которую возможно измерять. Первый случай, когда 0x  . Тогда следует, что 

1x C , где 1С  - константа и 1 2x C t C  . Последнее условие означает, что тело 
движется равномерно и прямолинейно. Нагружение с условием 0x   называется 
жестким [6-12]. Для его реализации требуется управлять изменением силы F  в 
уравнении движения Ньютона так, чтобы сохранялось движение по прямой ли-
нии 1 2x C t C  , то есть на каждом шаге по догружению в смещениях необхо-
димо либо добавлять или уменьшать силу F  с помощью специальных устройств 
(сервоклапанов) [13]. При этом приближенно будет выполняться условие R F
, которое означает измеримость сопротивления среды R . 

Другой важный момент, при котором R F , является условием равенства 
нулю массы в уравнении движения Ньютона. Оно достигается на контакте двух 
тел, при котором толщина контактного слоя является величиной бесконечно ма-
лой. Равенство R F  в этим случае выражает собой третий закон Ньютона 
(«сила действия равна силе противодействия»). 

Ниже ставится проблема о выборе функциональной зависимости сопро-
тивления среды при внедрении в нее жесткого инструмента в виде цилиндриче-
ского тела с оголовником. Другой вопрос состоит в том, какому инструменту, с 
каким наконечником следует отдать предпочтение при сделанном выборе зави-
симости сопротивления среды от входных параметров. 
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Выбор функциональной зависимости сопротивления среды  
от входных параметров 

Рассматривается следующая упрощенная математическая модель сопро-
тивления среды внедрению. Пусть имеется внедряемое тело с массой m , которое 
при соударении с преградой имело начальную скорость 0v . Тело падает верти-
кально вниз, его положение характеризуется глубиной погружения x . Введем 
следующие два вида сопротивления среды. В первом случае сопротивление R  
изменяется по правилу: 

 
2

1R a bx  .      (1) 
 

Во втором случае сопротивление R  изменяется как 
 

2R c d x  ,      (2) 
 
где , , ,a b c d  - константы, подлежащие определению. Эти функции различны, хотя 
бы потому, что имеют различные направления выпуклостей. Функция (1) обра-
щена выпуклостью вниз, функция (2) – вверх. В эти функции входят неизвестные 
априори параметры , , ,a b c d , которые устанавливаются с помощью эксперимен-
тальных данных. Приведем уравнения для их определения. 

Начальные данные предполагаются следующими: 
 

0
0

t
x


 , 00t

x v

 .     (3) 

 
Кроме этого считаем, что известны время до остановки инструмента в среде 

kt  и глубина его погружения до остановки (обозначаем как kx ): 
 

k
kt t

x x

 , 0

kt t
x


 .     (4) 

 
Требуется, исходя из этих данных, найти величины , , ,a b c d , входящие в (1), 

(2). 
 Для первого случая изменения сопротивления R  в виде (1) имеем уравне-

ние движения 
 

 2mx a bx   .      (5) 

 
Здесь 0F  , 2R a bx  . Умножив (5) на скорость x , отсюда находиим 
 

   2 21

2

d dx
m x a bx

dt dt
   .    (6) 
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Сократив на dt  и проинтегрировав (6), получаем 
 

3
21

2 3

bx
mx ax C

 
    

 
 .     (7) 

 

Константа интегрирования 2
0

1

2
C mv .  

С применением (7) устанавливаем, что  
 

3
0 2 2

0 0

2 2
1

3

a b
x v x x

mv mv
   .     (8) 

 
Из (8) следует, что в момент полной остановки инструмента 0x   и макси-

мальная глубина погружения определяется из уравнения 
 

3
2 2
0 0

2 2
1

3 k k

b a
x x

mv mv
  .     (9) 

 
Чтобы получить зависимость ( )x x t , необходимо проинтегрировать (8), то 

есть взять интеграл от выражения 
 

0
3

2 2
0 0

2 2
1

3k k

dx
v dt

a b
x x

mv mv


 

.     (10) 

 
Аналитически этот интеграл не вычисляется, можно использовать прибли-

женные методы. 
Из (10) следует, что в подкоренном выражении (10) величина  
 

3
2 2
0 0

2 2

3

a b
x x

mv mv
  

 

изменяется от 0 до 1. По этой причине выражение 1 1   возможно раз-
ложить в ряд  [14]: 

 
2 31 1 3 15

1 ....
2 8 481

       
 

,    (11) 
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где  3
2 2
0 0

2 2

3

a b
x x

mv mv
   . 

Из определения   видно, что величины 2 3, ,...   будут иметь в знаменателе 
степени 2

0mv  выше, чем первая. Если подаваемая кинетическая энергия за счет 
величины массы, значения начальной скорости есть величина достаточно боль-
шая, то тогда квадратами, кубами от   возможно пренебречь , что и делается в 
дальнейшем. 

Ограничившись в (11) двумя членами разложений и вычисляя с помощью 
(11) интеграл (10), находим 

 
2 4

02 2
0 0

... .
12

a b
x x x v t

mv mv
                                           (12) 

 
Поскольку при kt t  и kx x , то отсюда получаем второе уравнение для 

нахождения неизвестных констант разложений a  и b . 
Таким образом для вычислений константa  и b  получаем на основе (9), (12) 

следующую систему из двух линейных уравнений 
 

4

2 2
0 0

2 4

02 2
0 0

22
1,

.
12

k

k k

k

k k

xx
a b

mv mv

x x
a b v t x

mv mv


   



     

                              (13) 

 
Решая (13), находим константы a  и b . 
Рассмотрим теперь вторую ситуацию. Пусть R  изменяется по правилу (2). 

В этом случае вместо (5) имеем уравнение движения как 
 

 .mx c d x                                                     (14) 

 
Умножив (14) на  x  , также находим 
 

       
1

21
.

2

d dx
m x c dx

dt dt

 
   

 
                                              (15)  

 
Сократив на dt  и проинтегрировав (15), получаем  
 

3

221
2 .

2 3

dx
mx cx С
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Константа интегрирования определяется начальными условиями и равна 
 

2
0

1

2
С mv . 

 
Поэтому  
 

3

2

0 2 2
0 0

2 4
1

3

c dx
x v x

mv mv
   .    (16) 

 
В момент полной остановки тела 0x  , максимальная глубина погружения 

определяется из уравнения 
 

0

3

2
2 2
0

2 4
1.

3k k

c d
x x

mv mv
   

 
Чтобы получить вторую зависимость, связывающую c  и d , необходимо 

также проинтегрировать (16). Как и прежде имеем ситуацию, подобную (11), где 
 

3

2

2 2
0 0

2 4
.

3

c dx
x

mv mv
                (17) 

 
В результате интегрирования выражения (11) при условии (17) находим  
 

5
2 2

02 2
0 0

4
... .

15

c d
x x x v t

mv mv
     

 
Система уравнений для определения констант c  и d  подобна (13): 
 

3

2

2 2
0 0

5
2 2

02 2
0 0

42
1

3

4
.

15

k

k k

k

k k

xx
c d

mv mv

x x
c d v t x

mv mv


    


     


                                    (18) 

 
Решая (18), находим константы c  и d  разложения сопротивления  R  в виде 

2R . 
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Дальнейший путь связан с определением площадей криволинейных трапе-
ций, ограниченных кривыми (1), (2), ординатами 0,   kx x x   и осью абсцисс. В 
первом случае (1) соответствующий интеграл равен 

 
3 3

1 0 ,
3 3

kx k
k

bx bx
ax ax
 

     
 

                                         (19) 

 
во втором 

3

2

2 2 .
3

k

k

x
cx d                (20) 

 
Значения интегралов 1I  и 2I  сравниваются, исходя из значений констант  

, , ,a b c d . Расчеты показывают, что наименьшее значение из  1I  и 2I  соответствует 

2I . Приведем пример расчета. Пусть масса молота 2,5 тонны [15], скорость удара 
1,5 м/с, время проникания 10 мс, глубина проникания 5 мм. Значения интеграла 

1 20I кДж , 2 3I кДж . 
Поскольку в механике главенствует принцип, согласно которому на дей-

ствительном движении достигается минимум затраченной энергии, то, исходя из 
этого принципа, из двух возможных сопротивлений среды предпочтение следует 
отдать тому, который соответствует минимуму затраченной работы, то есть кри-
терию, соответствующему функции 2R .  

Определение эффективности внедряемого инструмента 

При ударном воздействии на массив пород часть кинетической энергии 
2
0 2mv  уходит на преодоление сил сопротивления среды внедрению, другая рас-

пространяется в виде волн, еще часть энергии уходит на локальные разрушения 
и в тепло [16-20]. Говоря об эффективности внедряемого инструмента, следует 
соотнести энергию, затраченную на внедрение в виде интеграла 2I  ко всей при-

ложенной энергии в виде 2
0 2mv . Это отношение можно условно назвать коэф-

фициентом полезного действия. Чем ближе это отношение к единице, тем эф-
фективнее внедряемый инструмент. Если взять, например, инструмент с оголов-
ником в виде сферы и с оголовником в виде конуса, то эффективность второго 
инструмента будет выше потому, что за одно и то же время глубина погружения 
у второго инструмента будет больше. Для оценки эффективности требуется под-
считать интеграл 2I  и  отнести его значение к 2

0 2mv . 

Заключение 

Рассмотрены два возможных случая сопротивления среды при внедрении 
в нее жесткого инструмента в виде цилиндрического тела с оголовником. При 
одних и тех же входных данных определяются значения параметров, входящих 
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в эти определения сопротивление среды. Из двух возможных вариантов предпо-
чтительнее считается тот при котором работа по преодолению сил сопротивле-
ния приобретает минимальное значение. 

В качестве эффективности действия внедряемого инструмента предлагается 
критерий, связанный с отношением затрачиваемой энергии на преодоление сил 
сопротивления внедрению инструмента к значению подаваемой кинетической 
энергии. 
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