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Аннотация. В данной статье предложен простой и эффективный метод расчета частотно-за-
висимых лучей квази-продольных волн в трехмерных трансверсально-изотропных средах с 
наклонной осью симметрии. Этот подход аппроксимирует распространение локально плос-
кого фрагмента волнового фронта. Зона чувствительности зависит от длины волны к каждой 
точке на луче. Для повышения эффективности численной реализации используются прибли-
женные выражения для фазовых и групповых скоростей в предположении слабой анизотроп-
нии. Предложенный подход используется для расчета волновых полей прямых квази-продоль-
ных волн. 
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Abstract. A simple and numerically effective approach for calculating frequency dependent qP-rays 
in three-dimensional TTI media is presented in this paper. Our method involves propagating a locally 
plane fragment of wavefront which is sensitive to the distribution of the model parameters in some 
subvolume of the medium near a ray. The width of the sensitivity area depends on the wavelength in 
each point on the ray. For numerical realization we apply approximate expressions for phase and 
group velocities which are valid for weak TTI media. Numerical experiment proves the effectiveness 
of the proposed approach. 
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Введение 

Лучевой метод по-прежнему играет важную роль в сейсмике. На его основе 
реализованы ключевые процедуры обработки сейсмических данных, такие как 
лучевая сейсмическая томография и миграция Кирхгоффа. Прежде всего луче-
вой метод служит для расчета лучевых траекторий и времен первых вступлений 
сейсмических волн. При численной реализации классического лучевого метода, 
в следствии высокочастотной аппроксимации, на которой он основан, проявля-
ется “нефизичное” поведение лучей в моделях с наличием существенных неод-
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нородностей и резких границ раздела [1, 2]. Как итог, процедуры обработки сей-
смических данных, основанные на использовании лучей (например, кинематиче-
ская томография) могут приводить к недостоверным результатам. Возникает 
практическая необходимость ослабить ограничения стандартного лучевого ме-
тода, принимая во внимание ограниченность спектров реальных сигналов. 

Известно, что на распространение сигналов с ограниченным спектром вли-
яет распределение параметров среды внутри некоторого объема, окружающего 
луч. Ширина этого объема, т.н. “френелевский объем”, определяется доминиру-
ющей частотой сигнала. Было предложено множество подходов, с помощью ко-
торых можно с разной степенью эффективности учесть этот факт в лучевом ме-
тоде: [3-7]. Все они имеют свои преимущества и недостатки, ключевым из кото-
рых является вычислительная сложность, которая особенно проявляется при пе-
реходе к трехмерному случаю. 

В работе [3] был предложен простой, но весьма эффективный подход для 
аппроксимации процесса распространения широкополосных сейсмических сиг-
налов на основе стандартного лучевого метода. Его суть заключается в том, что 
при трассировке луча локальная скорость в точке на луче определяется при сгла-
живании интервальных скоростей вдоль локально плоского участка фронта, при-
чем апертура такого сглаживания выбирается пропорционально длине волны. 
Система дифференциальных уравнений луча остается практически неизменной, 
за исключением замены интервальных скоростей на сглаженные вдоль фронта 
скорости. В дальнейшем мы будем называть лучи, построенные этим методом 
как лучи Ломакса. В работе [8] разработан алгоритм построения частотно-зави-
симых лучей Ломакса в трехмерном изотропном случае, а также показана пер-
спективность их применения для сложных моделей. В настоящей статье мы опи-
сываем алгоритм построения квазипродольных частотно-зависимых лучей Ло-
макса в трехмерных трансверсально-изотропных средах с наклонной осью сим-
метрии. Для повышения численной эффективности мы используем предположе-
ние о “слабой” анизотропии, которое, как известно, выполняется в большинстве 
практических случаев. Это предположение позволяет существенно упростить 
выражения для фазовых и групповых скоростей. Мы применияем анизотропные 
лучи Ломакса для расчета волновых полей квзипродольных волн.  

Метод трассировки частотно-зависимых лучей Ломакса 

Вначале приведем приближенные выражения для фазовой и групповой ско-
рости qP-волн, которые будут необходимы для построения лучей Ломакса в 
трансверсально-изотропных средах с наклонной осью симметрии. Как известно, 
в произвольной анизотропной среде могут распространятся волны трех типов: 
квазипродольная волна, обозначаемая как qP и две квазипоперечные волны qSV, 
qSH, каждая из которых соответствует одному из собственных чисел матрицы 
Кристоффеля. В дальнейшем нас будет интересовать только случай распростра-
нения qP–волны. Вектор 𝑝⃗ (вектор медленности) связан с фазовой скоростью 𝑉 
в направлении нормали к фронту, 𝑝⃗ ൌ 𝑛ሬ⃗ /𝑉ሺ𝑛ሬ⃗ ሻ, где 𝑛ሬ⃗  есть единичная нормаль к 
фронту. При изучении распространения qP-волн для параметризации трансвер-
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сально-изотропной среды с наклонной осью симметрии используется следую-
щий ставший уже стандартным набор параметров: 𝑉௣ – фазовая скорость, qP –
волны вдоль оси симметрии, два угла, характеризующие положение оси симмет-
рии, 𝜃஺௓ (азимут), 𝜃஽ூ௉ (угол наклона относительно вертикали) и два параметра 
Томсена 𝜀, 𝛿 [9]. В общем случае выражения для фазовых и групповых скоростей 
через параметры модели весьма громоздки и неудобны для численной реализа-
ции, поэтому разумно использовать упрощенные их выражения в предположе-
нии “слабой” анизотропии. Одно из возможных приближенных выражений фа-
зовой и групповой скоростей qP – волны в случае трансверсально-изотропной 
среды c произвольным положением оси симметрии выводится в работе [10] (фор-
мула 24). Далее мы будем использовать именно их. Пусть 𝑒 – единичный вектор, 
направленный вдоль оси симметрии. Сделаем следующие обозначения: пусть 
𝑃 ൌ |𝑝⃗|ଶ – квадрат нормы вектора медленности, а 𝐷 ൌ 𝑒 ൉ 𝑝⃗ есть скалярное про-
изведение векторов 𝑒 и 𝑝⃗, 𝐷ே ൌ 𝑒 ൉ 𝑛ሬ⃗ . Фазовая скорость в направлении нормали 
к фронту определяется как: 

 
𝑉ଶሺ𝑥⃗,𝑛ሬ⃗ ሻ ൌ 𝑉௉

ଶሼ1 ൅ 2𝜀 ൅ 2ሺ𝛿 െ 2𝜀ሻ𝐷ே
ଶ െ 2ሺ𝛿 െ 𝜀ሻ𝐷ே

ସሽ,   (1) 
 

Приближенное выражение для компонент групповой (лучевой) скорости: 
 

𝑣௝ ൌ
ଵ

ଶ
𝑉௉
ଶ ቄ ቂ2ሺ1 ൅ 2𝜀ሻ ൅ 4ሺ𝛿 െ 𝜀ሻ

஽ర

௉మ
ቃ 𝑝௝ ൅ ቂ2ሺ𝛿 െ 2𝜀ሻ𝐷 െ 8ሺ𝛿 െ 𝜀ሻ

஽య

௉
ቃ 𝑒௝ቅ  (2) 

 
где 𝑝௝ и 𝑒௝ есть компоненты векторов 𝑝⃗ и 𝑒 соответственно. 

Далее рассмотрим, как происходит трассировка трехмерных лучей Ломакса 
в случае трансверсально-изотропных сред. В качестве входных параметров зада-
ются два угла, характеризующие ориентацию единичной нормали волнового 
фронта 𝜑஺௓, 𝜑஽௜௣, где 𝜑஺௓ – азимутальный угол, 𝜑஽௜௣ – угол наклона. Наряду с 
этим,  задается параметр 𝜐, имеющий физическую размерность частоты (“частота 
луча”). Этот параметр определяет чувствительность луча к вариациям парамет-
ров модели. Трассировка состоит из двух этапов: 1) движение вдоль луча, 2) по-
иск ориентации нормали в новой точке на луче. 

Первый этап (1). Пусть луч уже построен до некоторой точки 𝑥⃗௣ ൌ
ሺ𝑥௣,𝑦௣, 𝑧௣ሻ (центральная точка). В этой точке задано текущее направление еди-
ничной нормали к волновому фронту, 𝑛ሬ⃗ ൌ ሺ𝑛௑,𝑛௒,𝑛௓ሻ. В точке 𝑥⃗௣ строится плос-
кость, ортогональная вектору 𝑛ሬ⃗ . На этой плоскости вырезается прямоугольник с 

центром в точке 𝑥⃗௣, размеры которого зависят от длины волны λ ൌ
௏ሺ௫⃗೛,௡ሬ⃗ ሻ

జ
  в цен-

тральной точке. Здесь 𝑉ሺ𝑥⃗௣,𝑛ሬ⃗ ሻ – значение фазовой скорости в точке 𝑥⃗௣,  вычис-
ляемой по формуле (1), 𝜐 – “частота луча”. На выбранном фрагменте волнового 
фронта задается регулярная сетка, в каждой точке которой определяются значе-
ния фазовых скоростей 𝑉ሺ𝑥⃗௝ ,𝑛ሬ⃗ ሻ. Значение сглаженной фазовой скорости вдоль 
плоского фрагмента фронта вычисляется по формуле: 
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𝑉௦௠൫𝑥⃗௣,𝑛ሬ⃗ , 𝑣൯ ൌ
∑ ௪ೕ൉௏ሺ௫⃗ೕ,௡ሬ⃗ ሻಿ
ೕసషಿ

∑ ௪ೕ
ಿ
ೕసషಿ

,      (3) 

 
где 𝑤௝ весовые коэффициенты сглаживания. 

В качестве сглаживающей функции используется двухмерная функция 
Гаусса [8]. Пусть 𝑑𝑡 есть шаг по времени при движении вдоль луча. Для того, 
чтобы продвинуться вдоль луча, применяется следующая схема. В центральной 
точке 𝑥⃗௣ вычисляется значение сглаженной вдоль фронта фазовой скорости 𝑉ത௣ ൌ
𝑉௦௠ሺ𝑥⃗௣,𝑛ሬ⃗ , 𝑣ሻ, способом, описанным выше. Используя полученное усредненное 
значение фазовой скорости 𝑉ത௣ и направление нормали к фронту 𝑛ሬ⃗ , по формуле 
(2) вычисляются соответствующие значения компонент вектора групповой ско-
рости 𝑣̅௉ሬሬሬሬ⃗ ሺ𝑛ሬ⃗ ሻ ൌ ሺ𝑣௫, 𝑣௬, 𝑣௭ሻ. За промежуток времени 𝑑𝑡 центральная точка 𝑥⃗௣ пе-
реместится в точку 𝑥⃗௣ ൅ 𝑑𝑥⃗௣, 𝑑𝑥⃗௣ ൌ ሺ𝑑𝑥௣,𝑑𝑦௣,𝑑𝑧௣ሻ вдоль направления вектора 
групповой скорости: 𝑑𝑥௣ ൌ 𝑑𝑡 ൉ 𝑣௫, 𝑑𝑦௣ ൌ 𝑑𝑡 ൉ 𝑣௬, 𝑑𝑧௣ ൌ 𝑑𝑡 ൉ 𝑣௭. Таким образом 
находится положение следующей точки на луче. Далее нам необходимо вычис-
лить ориентацию волнового фронта в этой точке. 

Второй этап (2). Контрольные точки, которые используются для определе-
ния нормали к фронту в следующий момент времени, выбираются следующим 
образом. Рассмотрим окружность, лежащую в плоскости волнового фронта. 
Пусть радиус окружности тоже зависит от локальной длины волны, R ൌ λ ൉ 𝑙, где 
параметр 𝑙 по смыслу аналогичен параметру 𝜃௠௔௫, который используется для 
определения апертуры сглаживания. На этой окружности мы выбираем некото-
рое количество точек с равномерным шагом по углу. Для каждой контрольной 
точки, расположенной на окружности с центром на луче, вычисляется вектор 
групповой скорости 𝑣⃗௝൫𝑥⃗௝ ,𝑛ሬ⃗ ൯ ൌ ሺ𝑣௫

௝ , 𝑣௬
௝ , 𝑣௭

௝ሻ с использованием соответствующей 
нормали к волновому фронту 𝑛ሬ⃗ , (одинакова для всех контрольных точек). За про-
межуток времени 𝑑𝑡 каждая из контрольных точек пройдет разное расстояние в 
силу того, что групповые скорости вычислялись в некотором объеме неоднород-
ной модели, т.е. точкам могут соответствовать разные групповые скорости: 
𝑑𝑥௝ ൌ 𝑑𝑡 ൉ 𝑣௫

௝ , 𝑑𝑦௝ ൌ 𝑑𝑡 ൉ 𝑣௬
௝, 𝑑𝑧௝ ൌ 𝑑𝑡 ൉ 𝑣௭

௝. В новом положении контрольные 
точки 𝑥⃗௝ ൅ 𝑑𝑥⃗௝ в общем случае уже необязательно будут лежать в одной плоско-
сти. Чтобы определить текущее положение локально плоского волнового 
фронта, мы численно определяем такую плоскость, которая наиболее близка в 
среднеквадратичном смысле одновременно ко всему множеству точек 𝑥⃗௝ ൅ 𝑑𝑥⃗௝. 
Таким образом, возникает классическая задача линейной регрессии. В результате 
ее численного решения определяется новый вектор нормали к фронту, 𝑛ሬ⃗ ௡௘௪. Мы 
приписываем этот вектор к новому положению центральной точки 𝑥⃗௣ ൅ 𝑑𝑥⃗௣ и 
процедура повторяется снова. Так шаг за шагом происходит движение вдоль 
луча. Таким образом, при реализации описанной схемы происходит движение 
локально плоского фрагмента волнового фронта. В каждый момент времени на 
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его ориентацию влияет распределение физических параметров модели в некото-
рой окрестности луча. 

Вычисление функций Грина в лучевом приближении 

Приведем выражения, которые мы используем для моделирования волно-
вых полей квазипродольных волн в лучевом приближении. Функция Грина для 
qP волны для источника типа точки расширения в лучевом приближении опре-
деляется как: 

 

𝐺௜ሺ𝑅, 𝑆ሻ ൌ
௚೔ሺோሻழ௚ሬ⃗ ሺௌሻ,௡ሬ⃗ ሺௌሻவ

ସగඥఘሺௌሻఘሺோሻ௏ሺௌሻ௏ሺோሻ௃ሺௌ,ோሻ
exp ሼ𝑖𝜔𝜏ሺ𝑆,𝑅ሻሽ, (4) 

 
где 𝑔⃗ሺ𝑆ሻ – вектор поляризации в источнике; 𝑔௜ሺ𝑅ሻ – компоненты вектора поля-
ризации в приемнике; символом <...> обозначено скалярное произведение; 
𝜏ሺ𝑆,𝑅ሻ – время пробега из источника в текущую точку R; 𝑉 – фазовая скорость; 
𝜌 – плотность. 

𝐽ሺ𝑆,𝑅ሻ обозначает геометрическое расхождение вдоль луча. Общее опреде-

ление геометрического расхождение дается как 𝐽 ൌ
ௗௌ

ௗఆ
 , где 𝑑𝑆 – элементарная 

площадка, ортогонально секущая лучевую трубку в точке R, 𝑑𝛺 – элементарный 
телесный угол, образуемый лучевой трубкой в источнике. Мы используем ко-
нечно разностную аппроксимацию геометрического расхождения и применяем 
теорию, описанную в [11] (выражение 3.10.33), адаптированную для анизотроп-
ного случая. Приближенное выражение для вектора поляризации qP волны при-
ведено в [10] (формула 29). 

Численный эксперимент 

Для верификации процедуры расчета волновых полей qP волны с помощью 
лучей Ломакса мы выбрали вертикально неоднородную модель среды. На рис.1 
приведены 3D модель фазовых скоростей вдоль вертикальной оси симметрии, а 
также 1D профили параметров Томсена. Размер модели составляет 2×2×1.7 км.  

 

 
Рис.1. а) Модель фазовых скоростей вдоль оси симметрии; б) параметры 

Томсена 
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Для сравнения с лучевым методом проводился расчет волновых полей в этой 
модели с помощью конечно-разностного метода с учетом коаксиальной симмет-
ричности модели. Для эксперимента была выбрана геометрия выносного ВСП. 
Предполагалось, что вертикальная скважина со 170 приемниками (шаг по глубине 
равен 10 м) расположена в центре модели. На различных удалениях от скважины 
располагались источники типа центра расширения. На рис.2 приведена сейсмо-
грамма ВСП для источника с удалением 800 м (вертикальная компонента). На сей-
смограмму наложениы времена первых вступлений прямой qP волны, расчитанные 
вдоль лучей Ломакса (частота лучей Ломакса выбрана равной 20 Гц, доминирую-
щая частота при моделировании равна 30 Гц). Можно видеть хорошее соответствие 
лучевых времен и времен максимальной фазы на сейсмограмме. 

 

 
Рис. 2. Сейсмограмма ВСП, полученная конечно-разностным методом  

(z – компонента). Времена, полученные вдоль лучей Ломакса с частотой 20 Гц 
обозначены красным 

 
 

На рис.3 приводятся таблица времен первых вступлений и соответствующее 
волновое поле qP волны на частоте 20 Гц (вертикальная компонента, реальная 
часть). На рис.4 приводится сравнение волновых полей qP волны в приемниках. 
Сравниваются волновое поле, полученное конечными разностями с волновым по-
лем, полученным в лучевом приближении. Отметим, что для этого сравнения на 
сейсмограммах ВСП удалялись все вступления, которые не относятся к qP-волне. 

 

 
Рис. 3. а) Таблица времен первых вступлений qP - волны; б) реальная часть 
соответствующего волнового поля qP волны на частоте 20 Гц (вертикальная 

компонента) 
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Рис. 4. Сравнение волновых полей на частоте 20 Гц в приемниках, полученных 
конечно-разностным методом (синим) и с помощью лучей Ломакса (красным) 

 

Заключение 

В настоящей работе описан алгоритм построения квазипродольных ча-
стотно-зависимых лучей (лучи Ломакса) в трехмерных трансверсально-изотроп-
ных средах с наклонной осью симметрии. Свойства лучей Ломакса определяются 
распределением параметров модели в некотором объеме среды, сосредоточен-
ным вокруг луча. Ширина зоны чувствительности зависит от длины волны в каж-
дой точке. Длина волны определяется с помощью априорно задаваемого пара-
метра, имеющего размерность частоты, который мы называем “частота луча”. 
Для повышения численной эффективности используется приближенные выраже-
ния для фазовых и групповых скоростей для слабо-анизотропной среды. Прове-
денные численные эксперименты демонстрируют, что лучи Ломакса могут 
успешно применятся в трехмерных трансверсально-изотропных средах с наклон-
ной осью симметрии для расчета времен, лучевых траекторий и волновых полей 
в лучевом приближении. 
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