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Аннотация. Получена система уравнений типа Хопфа, которая отличается от системы двух-
скоростной гидродинамики в диссипативном случае, обусловленной коэффициентом трения, 
отсутствием давления и условием несжимаемости. Показано, что полученная системы при ис-
чезновении коэффициента трения переходит к скалярному уравнению Хопфа. Рассматрива-
ется задача Коши для одномерной однородной системы уравнений типа Хопфа, возникающая 
в двухжидкостной среде. Для данной задачи Коши не справедлива теорема о неявной функции 
в отличие от задачи Коши для скалярного уравнения Хопфа. Считается, что дисспация энергии 
происходит только за счет коэффициента трения (аналога Дарси) и данные Коши заданы в 
виде конечного тригонометрического ряда Фурье. Получены рекуррентные системы обыкно-
венных дифференциальных уравнений для амплитуд. Получено общее решение системы для 
второго приближения. 
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Abstract. A system of Hopf-type equations is obtained, which differs from the system of two-speed 
hydrodynamics in the dissipative case due to the coefficient of friction, the absence of pressure and 
the incompressibility condition. It is shown that the resulting system, when the coefficient of friction 
disappears, passes to the scalar Hopf equation. The Cauchy problem for a one-dimensional homoge-
neous system of Hopf-type equations arising in a two-fluid medium is considered. The implicit func-
tion theorem is not valid for this Cauchy problem, unlike the Cauchy problem for the scalar Hopf 
equation. It is believed that energy dissipation occurs only due to the coefficient of friction (the D'arcy 
analogue) and Cauchy data are given in the form of a finite trigonometric Fourier series. Recurrent 
systems of ordinary differential equations for amplitudes are obtained. A general solution of the sys-
tem for the second approximation is obtained. 
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Введение 

Гидродинамическая модель многофазной жидкости хорошо известна и по-
дробно описана в учебниках и монографиях по механике сплошных сред [1-7]. 
Уравнение Хопфа из простейших гиперболических моделей, в которых задача 
Коши для уравнения Хопфа эквивалентна теорема о неявной функции. Это уравне-
ние учитывает только адвективные процессы в модели. Если учитывать эффекты 
межфазного трения, то, как показано в двухжидкостной среде [8-23] возникает си-
стема гиперболического типа Хопфа. У системы уравнений двухскоростной гидро-
динамики и системы уравнений типа Хопфа много общего. Данная система учиты-
вает следующие эффекты: наличие квадратичной нелинейности по скоростям под-
систем, связаной с адвективными процессами и отвечающей зависимости скорости 
распространения звука от амплитуды звуковых волн, и наличие линейного по от-
носительному импульсу диффузионного слагаемого в правых частях, связанного с 
процессами межфазного трения и отвечающего за затухание звуковых волн. Что 
касается свойств решений, то они совершенно разные. У системы уравнений типа 
Хопфа при исчезающем коэффициенте, аналоге коэффициента Дарси, формиру-
ются как сильные (ударные волны), так и слабые разрывы, в то время как решение 
системы двухскоростной гидродинамики такими особенностями не обладает. Од-
нако область применимости этой системы отнюдь не ограничивается приведен-
ными примерами, такие системы возникают во многих задачах, чем и определяется 
ее значение [24]. Поэтому особой ценностью обладают нелинейные модели, пусть 
и сильно упрощенные в сравнении с исходной системой двухскоростной гидроди-
намики, однако сохраняющие ее важные черты. 

Постановка задачи 

Рассмотрим процесс распространения нелинейных волн в двухжидкостной 
среде, описываемый одномерной однородной системой уравнений [8, 9, 14, 15, 
16, 22-24]: 

 

                                       
డ௨

డ௧
 𝑢

డ௨

డ௫
ൌ െ𝑏ሺ𝑢 െ 𝑢ሻ,                                             (1) 

                                             
డ௨

డ௧
 𝑢

డ௨

డ௫
ൌ 𝜀𝑏ሺ𝑢 െ 𝑢ሻ,                                                    (2) 

 
где 𝑢 и 𝑢  -- скорости подсистем с соответствующими парциальными плотно-
стями 𝜌 и 𝜌, 𝑏 -- положительная постоянная отвечающая за трение в системе 
(аналог коэффициента Дарси), 𝜀 ൌ

ఘ

ఘ
 -- безразмерная положительная постоянная. 

Рассмотрим задачу Коши для системы уравнений типа Хопфа с периодиче-
скими начальными данными в виде тригонометрического многочлена [25]: 

 
                                                             𝑢|௧ୀ ൌ ∑ 𝛼

ே
ୀିே 𝑒௫,                                                                       (3) 
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                                                               𝑢|௧ୀ ൌ ∑ 𝛼
ே
ୀିே 𝑒௫                                                                        (4) 

 
Отметим, что при любой постоянной 𝐶 решение 𝑢ሺ𝑡, 𝑥ሻ и 𝑢ሺ𝑡, 𝑥ሻ задачи 

Коши для системы (1), (2) можно заменить другим решением 𝑈ሺ𝑡, 𝑥ሻ и 𝑈෩ሺ𝑡, 𝑥ሻ со 
сдвинутыми на 𝐶 начальными данными: 

 
𝑈ሺ𝑡, 𝑥ሻ ൌ 𝐶  𝑢ሺ𝑡, 𝑥  𝐶𝑡ሻ,                     𝑈෩ሺ𝑡, 𝑥ሻ ൌ 𝐶  𝑢ሺ𝑡, 𝑥  𝐶𝑡ሻ. 

 
Эти функции удовлетворяют системе (1), (2). Данная однопараметрическая 
группа симметрий позволяет выбрать 𝛼 ൌ 0 и 𝛼 ൌ 0 в начальных данных за-
дачи (3), (4) и перейти от системы уравнений типа Хопфа к проинтегрированной 
системе уравнений 
 

                           
డ௩

డ௧


ଵ

ଶ

డ௩మ

డ௫
ൌ െ𝑏ሺ𝑣 െ 𝑣ሻ,          𝑢 ൌ

డ௩

డ௫
,                                       (5) 

                          
డ௩

డ௧


ଵ

ଶ

డ௩మ

డ௫
ൌ 𝜀𝑏ሺ𝑣 െ 𝑣ሻ,          𝑢 ൌ

డ௩

డ௫
.                                        (6) 

 
Приближенное решение последней системы строится методом Галёркина [25]: 
 

డ௩

డఛ


ଵ

ଶ
ቄడ௩

మ

డ௫
ቅ ൌ െ𝑏ሺ𝑣 െ 𝑣ሻ, 

                              𝑣ሺ𝜏, 𝑥ሻ ൌ ∑ ଵ


ே
ୀଵ 𝑎ሺ𝜏ሻ𝑒௫  ∑ ଵ


ே
ୀଵ 𝑏ሺ𝜏ሻ𝑒ି௫,                   (7) 

డ௩

డఛ


ଵ

ଶ
ቄడ௩

మ

డ௫
ቅ ൌ 𝜀𝑏ሺ𝑣 െ 𝑣ሻ, 

                            𝑣ሺ𝜏, 𝑥ሻ ൌ ∑ ଵ


ே
ୀଵ 𝑎ሺ𝜏ሻ𝑒௫  ∑ ଵ


ே
ୀଵ 𝑏෨ሺ𝜏ሻ𝑒ି௫.                      (8) 

 
Фигурные скобки обозначают здесь отбрасывание высших гармоник с номе-

рами, большими 𝑁 [25]. Приравнивание коэффициентов при 𝑒௫, |𝑚|  𝑁, в урав-
нениях для 𝑣ሺ𝜏, 𝑥ሻ и 𝑣ሺ𝜏, 𝑥ሻ приводит к замкнутой системе дифференциальных 
уравнений относительно 4𝑁 неизвестных функций 𝑎ሺ𝜏ሻ, 𝑎ሺ𝜏ሻ и 𝑏ሺ𝜏ሻ, 𝑏෨ሺ𝜏ሻ: 
 
                                                 𝑎′ሺ𝜏ሻ ൌ 𝑓ሺ𝒂,𝒃ሻ െ 𝑏ሺ𝑎 െ 𝑎ሻ,             
                                        𝑏ᇱሺ𝜏ሻ ൌ 𝑔ሺ𝒂,𝒃ሻ െ 𝑏ሺ𝑏 െ 𝑏෨ሻ,       𝑛 ൌ 1, … ,𝑁,              (9) 

 

                                               𝑎 ′ሺ𝜏ሻ ൌ 𝑓ሚሺ𝒂,𝒃෩ሻ  𝜀𝑏ሺ𝑎 െ 𝑎ሻ, 
                                     𝑏෨ᇱሺ𝜏ሻ ൌ 𝑔ሺ𝒂,𝒃෩ሻ  𝜀𝑏ሺ𝑏 െ 𝑏෨ሻ,           𝑛 ൌ 1, … ,𝑁,           (10) 

 
где штрих – это дифференцирование по времени, которое мы обозначаем через 
𝜏. 

Начальные данные для динамической системы (9), (10) в силу соотношения 

𝑢 ൌ
డ௩

డ௫
 и 𝑢 ൌ

డ௩

డ௫
 задаются в виде 
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𝑎ሺ0ሻ ൌ െ𝑖𝛼,      𝑏ሺ0ሻ ൌ 𝑖𝛼ି,              𝑛 ൌ 1, … ,𝑁, 
𝑎ሺ0ሻ ൌ െ𝑖𝛼,      𝑏෨ሺ0ሻ ൌ 𝑖𝛼ି,              𝑛 ൌ 1, … ,𝑁. 

 
Для вещественных решений должно выполняться условия �̄� ൌ 𝑏 и 𝑎ሜ ൌ

𝑏෨. 
В динамической системе (9), (10) функции 𝑓ሺ𝒂,𝒃ሻ, 𝑓ሚሺ𝒂,𝒃෩ሻ и 𝑔ሺ𝒂,𝒃ሻ, 

𝑔ሺ𝒂,𝒃෩ሻ являются однородными квадратичными многочленами своих аргумен-
тов. В качестве иллюстрации приведем вид функции 𝑓ሚሺ𝒂,𝒃෩ሻ в зависимости от 
четности числа 𝑁: 
 

                𝑓ሚே ൌ ൜
െ𝑁ሺ𝑎ଵ𝑎ேିଵ  𝑎ଶ𝑎ேିଶ  ⋯ 𝑎𝑎ାଵሻ,       𝑁 ൌ 2𝑚  1,
െ𝑁ሺ𝑎ଵ𝑎ேିଵ  𝑎ଶ𝑎ேିଶ  ⋯ 𝑎ିଵ𝑎ାଵሻ െ 𝑚𝑎ଶ ,   𝑁 ൌ 2𝑚.

 

 
В частности, при 𝑁 ൌ 5 динамическая система (9), (10) имеет следующий вид: 
 

                             𝑎′ଵ ൌ 𝑏ଵ𝑎ଶ  𝑏ଶ𝑎ଷ  𝑏ଷ𝑎ସ  𝑏ସ𝑎ହ െ 𝑏ሺ𝑎ଵ െ 𝑎ଵሻ,            (11) 
                            𝑏′ଵ ൌ 𝑎ଵ𝑏ଶ  𝑎ଶ𝑏ଷ  𝑎ଷ𝑏ସ  𝑎ସ𝑏ହ െ 𝑏ሺ𝑏ଵ െ 𝑏෨ଵሻ,            (12) 
                           𝑎′ଶ ൌ 2ሺ𝑏ଵ𝑎ଷ  𝑏ଶ𝑎ସ  𝑏ଷ𝑎ହሻ െ 𝑎ଵ

ଶ െ 𝑏ሺ𝑎ଶ െ 𝑎ଶሻ,             (13) 
                           𝑏′ଶ ൌ 2ሺ𝑎ଵ𝑏ଷ  𝑎ଶ𝑏ସ  𝑎ଷ𝑏ହሻ െ 𝑏ଵ

ଶ െ 𝑏ሺ𝑏ଶ െ 𝑏෨ଶሻ,             (14) 
                           𝑎′ଷ ൌ 3ሺ𝑏ଵ𝑎ସ  𝑏ଶ𝑎ହሻ െ 3𝑎ଵ𝑎ଶ െ 𝑏ሺ𝑎ଷ െ 𝑎ଷሻ,               (15) 
                     𝑏′ଷ ൌ 3ሺ𝑎ଵ𝑏ସ  𝑎ଶ𝑏ହሻ െ 3𝑏ଵ𝑏ଶ െ 𝑏ሺ𝑏ଷ െ 𝑏෨ଷሻ,               (16) 
                                𝑎′ସ ൌ 4𝑏ଵ𝑎ହ െ 4𝑎ଵ𝑎ଷ െ 2𝑎ଶ

ଶ െ 𝑏ሺ𝑎ସ െ 𝑎ସሻ,                (17) 
                                𝑏′ସ ൌ 4𝑎ଵ𝑏ହ െ 4𝑏ଵ𝑏ଷ െ 2𝑏ଶ

ଶ െ 𝑏ሺ𝑏ସ െ 𝑏෨ସሻ,                (18) 
                               𝑎′ହ ൌ െ5ሺ𝑎ଵ𝑎ସ  𝑎ଶ𝑎ଷሻ െ 𝑏ሺ𝑎ହ െ 𝑎ହሻ,                         (19) 
                               𝑏′ହ ൌ െ5ሺ𝑏ଵ𝑏ସ  𝑏ଶ𝑏ଷሻ െ 𝑏ሺ𝑏ହ െ 𝑏෨ହሻ,                 (20) 
                               𝑎 ′ଵ ൌ 𝑏෨ଵ𝑎ଶ  𝑏෨ଶ𝑎ଷ  𝑏෨ଷ𝑎ସ  𝑏෨ସ𝑎ହ  𝜀𝑏ሺ𝑎ଵ െ 𝑎ଵሻ,              (21) 
                               𝑏෨ ′ଵ ൌ 𝑎ଵ𝑏෨ଶ  𝑎ଶ𝑏෨ଷ  𝑎ଷ𝑏෨ସ  𝑎ସ𝑏෨ହ  𝜀𝑏ሺ𝑏ଵ െ 𝑏෨ଵሻ,              (22) 
                              𝑎 ′ଶ ൌ 2ሺ𝑏෨ଵ𝑎ଷ  𝑏෨ଶ𝑎ସ  𝑏෨ଷ𝑎ହሻ െ 𝑎ଵ

ଶ  𝜀𝑏ሺ𝑎ଶ െ 𝑎ଶሻ,             (23) 
                             𝑏෨ ′ଶ ൌ 2ሺ𝑎ଵ𝑏෨ଷ  𝑎ଶ𝑏෨ସ  𝑎ଷ𝑏෨ହሻ െ 𝑏෨ଵ

ଶ  𝜀𝑏ሺ𝑏ଶ െ 𝑏෨ଶሻ,              (24) 
                             𝑎 ′ଷ ൌ 3ሺ𝑏෨ଵ𝑎ସ  𝑏෨ଶ𝑎ହሻ െ 3𝑎ଵ𝑎ଶ  𝜀𝑏ሺ𝑎ଷ െ 𝑎ଷሻ,              (25) 
                             𝑏෨ ′ଷ ൌ 3ሺ𝑎ଵ𝑏෨ସ  𝑎ଶ𝑏෨ହሻ െ 3𝑏෨ଵ𝑏෨ଶ  𝜀𝑏ሺ𝑏ଷ െ 𝑏෨ଷሻ,              (26) 
                             𝑎 ′ସ ൌ 4𝑏෨ଵ𝑎ହ െ 4𝑎ଵ𝑎ଷ െ 2𝑎ଶ

ଶ  𝜀𝑏ሺ𝑎ସ െ 𝑎ସሻ,                (27) 
                             𝑏෨ ′ସ ൌ 4𝑎ଵ𝑏෨ହ െ 4𝑏෨ଵ𝑏෨ଷ െ 2𝑏෨ଶ

ଶ  𝜀𝑏ሺ𝑏ସ െ 𝑏෨ସሻ,                (28) 
                             𝑎 ′ହ ൌ െ5ሺ𝑎ଵ𝑎ସ  𝑎ଶ𝑎ଷሻ  𝜀𝑏ሺ𝑎ହ െ 𝑎ହሻ,                (29) 
                            𝑏෨ ′ହ ൌ െ5ሺ𝑏෨ଵ𝑏෨ସ  𝑏෨ଶ𝑏෨ଷሻ  𝜀𝑏ሺ𝑏ହ െ 𝑏෨ହሻ,                      (30) 

 

Легко видеть, что динамическая система (9), (10) допускает редукцию𝑏 ൌ
𝑎, 𝑏෨ ൌ 𝑎, которую в дальнейшем следуя [25] мы называем главной. Эта редук-
ция соответствует нечетным по переменной 𝑥 решениям системы уравнений (1), 
(2) и начальным данным вида 
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𝑎ሺ0ሻ ൌ െ𝑖𝛼,      𝑏ሺ0ሻ ൌ 𝑖𝛼ି ൌ െ𝑖𝛼,              𝑛 ൌ 1, … ,𝑁,     (31) 
𝑎ሺ0ሻ ൌ െ𝑖𝛼,      𝑏෨ሺ0ሻ ൌ 𝑖𝛼ି ൌ െ𝑖𝛼,              𝑛 ൌ 1, … ,𝑁.     (32) 

 
Как замечено в [25], главная редукция позволяет, приближенные решения 

системы уравнений типа Хопфа, удовлетворять дополнительным нулевым крае-
вым условиям Дирихле: 

 

                                  
డ௨

డ௧
 𝑢

డ௨

డ௫
ൌ െ𝑏ሺ𝑢 െ 𝑢ሻ,       0  𝑥  2𝜋,                       (33) 

𝑢ሺ𝑡, 0ሻ ൌ 𝑢ሺ𝑡, 2𝜋ሻ ൌ 0,     ∀𝑡, 

                                  
డ௨

డ௧
 𝑢

డ௨

డ௫
ൌ 𝜀𝑏ሺ𝑢 െ 𝑢ሻ,      0  𝑥  2𝜋,                              (34) 

𝑢ሺ𝑡, 0ሻ ൌ 𝑢ሺ𝑡, 2𝜋ሻ ൌ 0,     ∀𝑡. 
 
Рассмотрим теперь вопрос об интегрировании системы уравнений типа 

Хопфа. Аналогом частного решения системы уравнений типа Хопфа является 
следующее решение уравнения (7), (8) при 𝑁 ൌ 2: 

 
𝑎′ଵ ൌ 𝑏ଵ𝑎ଶ െ 𝑏ሺ𝑎ଵ െ 𝑎ଵሻ, 
𝑏′ଵ ൌ 𝑎ଵ𝑏ଶ െ 𝑏ሺ𝑏ଵ െ 𝑏෨ଵሻ, 
𝑎′ଶ ൌ െ𝑎ଵ

ଶ െ 𝑏ሺ𝑎ଶ െ 𝑎ଶሻ, 
𝑏′ଶ ൌ െ𝑏ଵ

ଶ െ 𝑏ሺ𝑏ଶ െ 𝑏෨ଶሻ, 
                                      𝑎 ′ଵ ൌ 𝑏෨ଵ𝑎ଶ  𝜀𝑏ሺ𝑎ଵ െ 𝑎ଵሻ,                                            (35) 

𝑏෨ ′ଵ ൌ 𝑎ଵ𝑏෨ଶ  𝜀𝑏ሺ𝑏ଵ െ 𝑏෨ଵሻ, 
𝑎 ′ଶ ൌ െ𝑎ଵ

ଶ  𝜀𝑏ሺ𝑎ଶ െ 𝑎ଶሻ, 
𝑏෨ ′ଶ ൌ െ𝑏෨ଵ

ଶ  𝜀𝑏ሺ𝑏ଶ െ 𝑏෨ଶሻ. 
 
Полученная система является более общий чем полученной системы в [25]. 

Также как в [25] система (11)-(30) является нелинейнной. В данной работе по-
строено частное решение динамической системы (35): 

 
𝑎ଵ ൌ 𝑎ଵ ൌ 𝑏ଵ ൌ 𝑏෨ଵ ൌ 0, 

𝑎ଶ ൌ
మାభషሺభశഄሻ್ഓ

ଵାఌ
,          𝑎ଶ ൌ

మିఌభషሺభశഄሻ್ഓ

ଵାఌ
, 

𝑏ଶ ൌ
రାయషሺభశഄሻ್ഓ

ଵାఌ
,          𝑏෨ଶ ൌ

రିఌయషሺభశഄሻ್ഓ

ଵାఌ
. 

 

Заключение 

Таким образом, получена система уравнений типа Хопфа, отличающаяся от 
системы двухскоростной гидродинамики в диссипативном случае, обусловлен-
ным коэффициентом трения, отсутствием давления и условием несжимаемости. 
Показано, что полученная система при исчезновении коэффициента трения пе-
реходит к скалярному уравнению Хопфа. Рассматривается задача Коши для од-
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номерной однородной системы уравнений типа Хопфа возникающая в двухжид-
костной среде. Для данной задачи Коши не справедлива теорема о неявной функ-
ции в отличие от задачи Коши для скалярного уравнения Хопфа. Считается, что 
дисспация энергии происходит только за счет коэффициента трения (аналога 
Дарси) и данные Коши заданы в виде конечного тригонометрического ряда 
Фурье. Получены рекуррентные системы обыкновенных дифференциальных 
уравнений для амплитуд. Получено общее решение системы для второго при-
ближения. 
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