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Аннотация. Для решения многофазных задач со свободной границей широкое распростране-
ние получил метод фазового поля. Одна из возможных моделей, используемых вместе с мето-
дом фазового поля - это система уравнений Кана-Хиллиарда и Аллена-Кана. В случае боль-
шого числа фаз необходимо модифицировать численные методы решения системы, чтобы 
иметь возможность проводить моделирование за приемлемое время. Однако модификация мо-
жет влиять на решение, поэтому требуется детальная оценка качества. В статье представлено 
исследование разработанной модификаци конечно-разностной схемы для системы уравнений 
Кана-Хиллиарда и Аллена-Кана, основанной на сужении расчетных областей для уравнений 
Аллена-Кана. Проводятся сравнительные тесты между решениями, полученными с помощью 
разработанного алгоритма, и решениями, полученными путем решения системы во всей рас-
четной области. Выбор параметров алгоритма обоснован балансом между точностью и эффек-
тивностью. 
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Abstract. To solve multiphase problems with a free boundary, the phase-field method has become 
widely used. One of the possible models used together with the phase field method is the system of 
Сahn-Hilliard and Allen-Сahn equations. In the case of a large number of phases, it is necessary to 
modify the numerical methods ащк solving the system in order to be able to conduct modeling in an 
acceptable time. However, modification may affect the decision, so a detailed quality assessment is 
required. The article presents a study of the developed modification of the finite-difference scheme 
for the system of Сahn-Hilliard and Allen-Сahn equations based on narrowing the computational 
domains for the Allen-Сahn equations. Comparative tests are conducted between the solutions ob-
tained using the developed algorithm and the solutions obtained by solving the system in the entire 
computational domain. The choice of algorithm parameters is justified by the balance between accu-
racy and efficiency. 
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Введение 

Метод фазового поля становятся все более распространенным выбором для 
моделирования движения многофазных жидкостей [1]. Основная идея состоит в 
том, чтобы ввести консервативный параметр порядка (такой как массовая доля), 
который непрерывно изменяется в тонких межфазных слоях и остается однород-
ным в объемных фазах. В модели фазового поля резкие границы раздела жидко-
стей заменяются переходными областями заданной тощины, где межфазные 
силы изменяются плавно.  

В случае большого количества фаз вычислительные затраты значительно 
возрастают. Наиболее часто данная проблема встречается в задачах моделирова-
ния микроструктурной эволюции в таких процессах как спекание [2], затверде-
вание [3], рост зерен [4]. Модель спекания зернистых метриалов состоит из од-
ного консервативного уравнением Кана-Хиллиарда [5] и I  ураванений Аллена-
Кана [6], где I   - количество зерен. Использование методов конечных разностей 
для решения этой системы требует сохранения значений параметров порядка для 
каждого зерна. Поэтому, увеличение количества зерен при заданном размере 
сетки приводит к увеличению затрачиваемых вычислительных ресурсов. С дру-
гой стороны, параметры порядка в большей части расчетной области принимают 
нулевое значение. С использованием этого предположения в работе [7] была 
предложена оптимизация. Ее принцип заключается в том, что в каждом узле 
сетки хранятся значения cI  наибольших параметров порядка, ( cI  - заданная кон-
станта). В работе [5] проведено подробное исследование влияния этой оптими-
зации на процесс роста зерен и определено наилучшее значения параметра cI . 

Аналогично работе [5], проведена качественная оценка нового подхода [8], 
в котором вычисление решений уравнений Аллена-Кана происходит лишь в 
окрестности, соответствующих зерен. Наибольший интерес представляют изме-
нения геометрии и топологии порового пространства зернистых материалов под 
воздействием высокой температуры, поскольку они связаны с хемосорбцион-
ными и прочностными свойствами. Поэтому, для оценки используются геомет-
рические и топологические методы (расстояние Хаусдорфа [9]). 

Методы и материалы 

Рассмотрим прямоугольную область 

1 1 2 2 3 3[ , ] [ , ] [ , ]min max min max min maxX X X X X X    . Часть области   заполнена зер-
нами. Часть области   не занятая зернами называется порами. Параметры по-
рядка ( , ),1i t i I  x  описывают кристаллографическую ориентацию зерен. Па-
раметр ( , )t x  описывает распределение массовой плотности. Область значений 
для всех  параметров – отрезок [0,1] . 

Эволюция параметров порядка описывается системой уравнений Кана-Хил-
лиарда [5] и Аллена-Кана [6]: 
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   (1) 
    

 
   
где D  - коэффициент диффузии, L  - коэффициент диффузии частиц сквозь гра-
ницу зерен, ,   - константы связанные поверхностной энергией и энергией на 

границе зерен. Функция f  - плотность свободной энергии однородной системы. 
I  - число зерен. 

На границе области   задаются периодические граничные условия. 
Начальные условия задаются характеристическими функциями зерен: 

 

    
Для численного решения уравнений (1) используется явная схема Эйлера с 

шагом  . Пространственные производные аппроксимируются центральными 
разностями с шагом сетки h  для всех направлений. 

Если I  велико, то для всех параметров порядка вводятся области 

1 1 2 2 3 3[ , ] [ , ] [ , ]min max min max min max
i i i i i i iX X X X X X    , такие что  ( )i isupp      . 

На границе i  задается условие Дирихле 0i  . Пусть imindist  - минимальное 
из шести расстояний между границей i -го зерна и плоскостями, образующими 

i . imaxdist   - максимальное из шести расстояний. В начале вычислений i  
выбираются так, чтобы i i startmindist maxdist F   . Затем, каждые rT   шагов мо-
дельного времени для всех зерен проверяется условие i minmindist F . Если усло-
вие не выполнено для какой-либо из областей, то эта область увеличивается так, 
чтобы i startmindist F . Каждые frT  единиц модельного времени все области из-

меняются так, чтобы снова выполнялось i i startmindist maxdist F  . 
Сужение областей вносит погрешность в решения. Для того, чтобы оценить 

вносимые изменения для различных параметров алгоритма сравниваются реше-
ния, полученные с использованием сужения областей (величины с индексом T ), 
с решениями, полученными при вычислении параметров порядка во всей расчет-
ной области   (величины с индексом S ).  

Проводится сравнение динамики роста перешейка между двумя сфериче-
скими частицами: 
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  Сравниваются значения параметра  : 

 
где G  - множество узлов вычислительной сетки. 

Сравниваются площади поверхностей [10] 0.5  :  

 
С использованием метрики Хаусдорфа [9] исследуется смещение интер-

фейса 0.5  : 

Результаты 

Выполнено численное моделирование спекания двух частиц оксида алюми-
ния [11] с радиусом 1.25 мкм в течении 4.5 часов при температуре 1435°C. Зна-
чения параметров: 
   

 
Получены значения диаметра перешейка (рис. 1). 
Выполнено численное моделирование спекания 10 случайных упаковок из 

50 частиц оксида алюминия с радиусом 250 нм. в течении 17.5 минут при темпе-
ратуре 1435°C. Значения параметров те же, что и в (формула параметров). Полу-
чены значения абсолютных ошибок, площадей поверхностей и расстояний Хау-
сдорфа (рис. 2). 

Для упаковки 6 (рис. 3) тот же эксперимент выполнен с различными значе-
ниями параметров (табл. 1). Измерено время вычислений (табл. 1). Найдены зна-
чения абсолютных ошибок, площадей поверхностей (рис. 4) и расстояний Хау-
сдорфа (рис. 5). 
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Рис. 1. Зависимость диаметра перешейка от времени ( D  - диаметра зерна). 

 
 

 
Рис. 2. Зависимость E  (слева) и HE  (справа) от времени для 10 экспериментов 

 

 
Рис. 3. Спекание образца 6 
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Рис. 4. Зависимость E  (слева) и AE  (справа) от времени для различных 

параметров алгоритма. 
 

 
Рис. 5. Зависимость HE  от времени для различных параметров алгоритма.    

 
Таблица 1 

Параметры алгоритма 

№ ( )rT    ( )frT   

  

( )minF h   ( )start hF   Время 
(мин) 

1 3 6 100 1000 126 
2 3 6 1000 10000 120 
3 5 10 100 1000 133 
4 5 10 1000 10000 124 
5 5 10 10000 100000 146 
6 10 20 1000 10000 220 
7 10 20 10000 100000 160 

Обсуждение 

В случае двух частиц (рис. 1) значение ( )XE t  меньше 510  , E  меньше 
310  . Две одинаковые частицы находятся в состоянии равновесия. Следова-

тельно, граница между зерен не перемещается, а размеры изменяются незначи-
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тельно. Таким образом, единственным значимым параметром алгоритма явля-
ется startF . Полученные ошибки позволяют сделать вывод, что значение 

110startF h   обеспечивает хорошую точность в данном эксперименте. 

В большей части экспериментов по спеканию упаковок значение E  

меньше 0.01. Максимальное значение 0.037E   достигается для шестого об-

разца (рис. 2). Этот пик также отображается на графике HE  (рис. 2). Максималь-
ное смещение интерфейса составляет менее 0.5 процентов от диаметра образца. 

Полученные значения AE  меньше 310 . 
Исследования влияния различных параметров на качество решения для упа-

ковки 6 (табл. 1) показывают, что эксперименты 1, 2 и 5 имеют гораздо большие 
значения ошибок, чем остальные. E  достигает значения 0.25. AE  не превосхо-

дит 1% (рис. 4). Значение HE  соответствует сдвигу интерфейса примерно на два 
пространственных шага (рис. 5). Это означает, что в экспериментах 1 и 2 границы 

i  находятся слишком близко к интерфейсу, что существенно влияет на реше-

ния. В эксперименте 5 изменение размеров i  происходит слишком редко, по-
этому интерфейс приближается близко к границе.  

Следовательно, параметры 1, 2 и 5 не подходят для данного эксперимента. 
Четыре оставшихся набора параметров разделены на две группы. Внутри каж-
дого из них погрешности измерений очень близки. Таким образом, мы можем 
выбрать наилучшие параметры по соображениям производительности. Между 
параметрами 3 и 4 предпочтительным является четвертый, так как моделирова-
ние выполняется быстрее и решение показывает меньшие значения ошибок 
(табл. 1). Аналогично, среди параметров 6 и 7, параметры 7 - предпочтительнее. 
Однако, при выборе параметров следует также учитывать ограничения на коли-
чество используемой памяти. Такое ограничение может существенно изменить 
оптимальный выбор параметров. 

Заключение 

В работе представлено исследование качественных свойств алгоритма числен-
ного моделирования процесса спекания, основанного на системе уравнений Кана-
Хиллиарда и Аллена-Кана. Алгоритм значительно сокращает время вычислений за 
счет сужения расчетных областей параметров порядка. Однако, такое сужение из-
меняет полученные решения. Помимо общепринятых подходов, для оценки изме-
нений используются расстояние Хаусдорфа. Численные эксперименты показы-
вают, что решение имеет хорошее качество при выборе соответствующих парамет-
ров. Параметры 3 (таблица 1) дают лучшее соотношение между качеством решения 
и производительностью. Анализ выполнен для единственного набора параметров 
модели для упаковки, состоящей из 50 сферических зерен. Однако, результаты мо-
гут быть обобщены для произвольного числа и размера зерен. Если форма зерна 
отличается от сферической [12], то поверхность имеет большую кривизну и дви-
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жется быстрее, чем поверхность сферического зерна. Следовательно, области сле-
дует изменять быстрее, однако исследование данного случая пока не проводилось. 
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