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Аннотация. В данном исследовании рассматривается метод полноволнового обращения в об-
ласти изображений, который основан на асимптотическом решении уравнения Гельмгольца. 
В работе используется трассирование лучей и миграция на Гауссовых пучках для вычисления 
томографической части асимптотического градиента в полноволновом обращении. Сравнение 
асимптотического полноволнового обращения и томографии на отражённых волнах показы-
вает, что скорость расчетов для обоих методов одинакова, при этом восстанавливаются раз-
личные компоненты модели. Серия численных экспериментов показывает, что томография 
эффективна для восстановления низкочастотной компоненты модели, а асимптотическое пол-
новолновое обращение в области изображений даёт возможность определять детали сложных 
моделей. 
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Abstract. This study considers the Full Waveform Inversion (FWI) method in the image domain 
based on the asymptotic solution of the Helmholtz equation. The paper provides ray tracing and beam 
migration to get the images used to compute the tomographic part of the asymptotic FWI gradient. 
The comparison of asymptotic FWI and Common Image Point (CIP) tomography show that the speed 
of calculations for both methods is similar while they provide reconstruction of different model parts. 
A series of numerical experiments show that CIP tomography is effective in reconstructing the low 
frequency model, while asymptotic FWI provides recovery of the details of complex velocity struc-
ture. 
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Введение 

Требуемые вычислительные ресурсы для моделирования сейсмических дан-
ных при полноволном обращении для типичной системы наблюдения можно 
оценить примерно в 108 ядро часов (при расчете на центральных процессорах). 
Эти оценки верны для изотропной упругой среды. При усложнении модели зна-
чительно возрастет потребность в вычислительных ресурсах. Поэтому разра-
ботка и ускорение методов численного моделирования волновых сейсмических 
полей при их использовании в полноволновом обращении является чрезвычайно 
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актуальной задачей. В работе [1] показаны практические вычислительные пре-
имущества и возможности асимптотического полноволнового обращения в ча-
стотной области данных. Однако у метода полноволнового обращения в области 
данных существует проблема практического примененения, которая заключа-
ется в высоких требованиях этого подхода к качеству сейсмических данных. В 
то же время потенциальным решением этой проблемы может являться полновол-
новое обращение сейсмических волновых полей в области изображений [2], где 
отношение сигнал/шум намного выше. Поэтому в данной работе исследуется 
возможность практического применения асимптотических решений в методе 
полноволнового обращения в области изображений. 

Метод 

Пусть функция 𝑢ሺ𝑥, 𝑧;𝜔ሻ (полное волновое поле в частотно-временной 
области) удовлетворяет уравнению Гельмгольца: 

 
ሺ∆ ൅ 𝜔ଶ𝑚ሻ𝑢 ൌ െ𝑓ሺ𝜔ሻ𝛿ሺ𝑥 െ 𝑥௦ሻ𝛿ሺ𝑧 െ 𝑧௦ሻ,                                      (1) 

 
где 𝑓ሺ𝜔ሻ – спектральная характеристика сигнала в источнике, 𝜔 – временная 
частота, ሺ𝑥௦, 𝑧௦ሻ – координата источника, 𝑚 ൌ 𝑐ିଶሺ𝑥, 𝑧ሻ – квадрат медленности, 
и 𝑐ሺ𝑥, 𝑧ሻ – скорость распространения волны. Введем оператор, вычисляющий 
волновое поле от одного точечного источника для фиксированной временной 
частоты в точках, соответствующих расположению приемников. Таким образом 
получается следующий оператор прямого моделирования: 
 

𝐹:𝑀 → 𝐷,                                                         (2) 
 

где 𝐷 – пространство данных, 𝑀 – пространство моделей.  
В этих обозначениях задача полноволнового обращения в области изобра-

жений формулируется как минимизация функционала следующего вида: 
 

 m∗ ൌ arg ቀmin
୫∈୑

‖M ൏ Fሺmሻ െ d ൐‖୍
ଶቁ.                          (3) 

 
Здесь M — оператор миграции, который преобразует данные в область изобра-
жений I, где происходит минимизация. Для этого используем миграцию на Гаус-
совых пучках [3]. При использовании методов локальной оптимизации ключе-
вым шагом также является расчет градиента, который в данном случае имеет сле-
дующее представление: 
 

           ∇୩ሺxሻ ൌ Re ቄ∑ δImage୩ሺy, pሻ ∙ ሺ
பஔ୍୫ୟ୥ୣౡሺ୷,୮ሻ

ப୫кሺ୶ሻ
ሻ∗୷,୮ ቅ.                     (4) 

 
Здесь δImage୩ሺy, pሻ ൌ M௞ ൏ Fሺmкሻ ൐ ሺy, pሻ െ M ൏ d ൐ ሺy, pሻ – это невязка дан-
ных в области изображений: 



254 

 Image୩ሺy, pሻ ൌ ∑ 𝑇௚௕௦
௠ೖሺ𝑥௦;𝑦, 𝑝;𝜔ሻ ∙ 𝑇௚௕௥

௠ೖሺ𝑥௥; 𝑦, 𝑝;𝜔ሻ ∙ Fሺmкሻሺ𝑥௦, 𝑥௥ ,𝜔ሻ௫ೞ,௫ೝ,ఠ .   (5) 

Здесь T୥ୠୱ
୫ౡሺxୱ; y, p;ωሻ, T୥ୠ୰

୫ౡሺx୰; y, p;ωሻ – это веса суммирования в миграционном 

операторе [3]. Производная функционала невязки изображений имеет следую-
щий вид:  
 

பஔ୍୫ୟ୥ୣౡሺ୷,୮ሻ

ப୫кሺ୶ሻ
ൌ ∑ ሼT୥ୠୱ

୫ౡሺxୱ; y, p;ωሻ ∙ T୥ୠ୰
୫ౡሺx୰; y, p;ωሻ ∙

ப୊ሺ୫кሻሺ୶౩,୶౨,னሻ

ப୫ౡሺ୶ሻ
ୱ,୰,ன +            

൅ሾ
ப୘ౝౘ౩

ౣౡ ሺ୶౩;୷,୮;னሻ

ப୫ౡሺ୶ሻ
∙ T୥ୠ୰

୫ౡሺx୰; y, p;ωሻ ൅
ப୘ౝౘ౨

ౣౡ ሺ୶౨;୷,୮;னሻ

ப୫ౡሺ୶ሻ
∙ T୥ୠୱ

୫ౡሺxୱ; y, p;ωሻሿ ∙ Fሺmкሻ}.    (6) 

 
Получается, что градиент в области изображений представляет собой сумму 

двух составляющих: аналога градиента в области данных и части, связанной с 
зависимостью оператора миграции от модели. Поэтому, с одной стороны, полно-
волновое обращение в области изображений должны быть более информатив-
ными. С другой стороны, оно должно быть более устойчивым, так как изображе-
ния имеют лучшее отношение сигнал/шум по сравнению с сейсмическими дан-
ными. 

Далее в градиенте (6) опускается часть, аналогичная градиенту в области 
данных, а выражение для производной от функции невязки изображения аппрок-
симируется, и поучается следующее асимптотическое приближение градиента: 

 

∇୩ሺxሻ ൌ Re ቄ∑ δImage୩ሺy, pሻ ∙ Image௞
௜ఠሺy, pሻ ቂ

డఛೞሺ௬,௣ሻ

డ௠ೖሺ௫ሻ
൅

డఛೝሺ௬,௣ሻ

డ௠ೖሺ௫ሻ
ቃ
∗

୷,୮ ቅ.  (7) 

 
Здесь 𝜏௦ሺ𝑦, 𝑝ሻ, 𝜏௥ሺ𝑦, 𝑝ሻ времена пробега до источников и приемников, рас-

считанное в модели 𝑚௞, из точек 𝑦, а изображение Image௞
௜ఠ выражается следую-

щим образом:   
Image௞

௜ఠሺy, pሻ ൌ ∑ െ𝑖𝜔 ∙ 𝑇௚௕௦
௠ೖሺ𝑥௦;𝑦, 𝑝;𝜔ሻ ∙ 𝑇௚௕௥

௠ೖሺ𝑥௥; 𝑦, 𝑝;𝜔ሻ ∙ Fሺmкሻ௫ೞ,௫ೝ,ఠ .   (8) 
Градиент (7) аналогичен градиенту томографического оператора, так как 

присутствуют аналогичные производные от времени пробега по параметрам мо-
дели. Поэтому эта часть градиента называется томографической частью асимп-
тотического полноволнового обращения в области изображений.  

Численные эксперименты 

Для тестирования предложенного подхода асимптотического полноволно-
вого обращения используется модель Marmousi, которая является эталоном для 
тестирования алгоритмов обращения. Для исследования возможностей предло-
женного асимптотического полноволнового обращения в области изображений 
используются различные начальные модели для процесса обращения. Было рас-
смотрено несколко разных сценариев. 

Далее предствлены результаты для двух предельных случаев. В первом слу-
чае используется разумный одномерный глубинный тренд модели для создания 
латерально однородной начальной модели (см. рис. 1а). Эта модель имеет боль-
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шое отличие от истинной модели Marmousi. В этой модели в результате мигра-
ции на Гауссовых пучках получаются сильно дефокусированные события и не-
точные положения отражающих границ, особенно ниже глубины 2500 метров 
(см. рис. 1б).  

Результаты предложенного асимптотического полноволнового обращения в 
области изображений полностью отличаются от результатов томографии на от-
ражённых волнах. Видно, что, когда исходная модель имеет существенное отли-
чие от истинной модели, ислледуемое асимптотическое обращение не дает удо-
влетворительного результата (рис. 1г), тогда как томография на отражённых вол-
нах позволяет вооставнавливать гладкую компоненту модели (рис. 1в). 

 

 
Рис. 1. а) Начальная латерально-однородная модель для асимптотического 
полноволнового обращения в области изображений. б) Соответствующее 

сейсмическое изображение, полученное с помощью миграции на Гауссовых 
пучках. в) Результат линейного шага томографии на отражённых волнах с 
использованием латерально однородной начальной модели. г) Результат 
линейного шага асимптического полноволнового обращения в области 

изображений с использованием латерально однородной начальной модели. 
 
 
Для другого сценария исходная модель представляет собой умеренное сгла-

живание истинной модели Marmousi (см. рис. 2а). При этом полученная модель 
не содержит высокочастотную компоненту истинной модели, и по сравнению с 
ней немного отличаются кинематические свойства. В этой модели в результате 
миграции на Гауссовых пучках получаются положения отражающих границ 
близкими к истинному (см. рис. 2б). 

Результаты предложенного асимптотического обращения в области изобра-
жений для этого сценария показывают улучшение модели (см. рис. 2г). Восста-
новленная модель ближе к истинной модели по сравнению с начальной моделью. 
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В этом случае обновленная модель содержит более высокочастотные компо-
ненты по сравнению с результатом, полученным с помощью томографии на от-
ражённых волнах (см. рис. 2в).  

 

 
Рис. 2. а) Начальная модель для асимптотического полноволнового обращения 
в области изображений, полученная сглаживанием истинной модели Marmousi. 

б) Соответствующее сейсмическое изображение, полученное с помощью 
миграции на Гауссовых пучках. в) Результат линейного шага томографии на 
отражённых волнах с использованием сглаженной истинной модели Marmousi. 
г) Результат линейного шага асимптического полноволнового обращения в 
области изображений с использованием сглаженной истинной модели 

Marmousi. 
 

Заключение 

В данной работе предложен и исследован метод асимптотического полновол-
нового обращения в области изображений. Стандартное решение задачи полно-
волнового обращения основано на вычислительно затратной конечно-разностной 
схеме для уравнения Гельмгольца. В асимптотическом подходе для решения урав-
нения Гельмгольца используется трассировка лучей, а для перехода в область 
изображений используется миграция на Гауссовых пучках, что позволяет уско-
рить процедуру построения градиента, наиболее трудную часть решения обратной 
задачи, на порядок величины. Сравнение асимптотического обращения в области 
изображений и томографии на отражённых волнах показывает, что скорость рас-
четов для обоих методов одинакова, но они восстанавливают разные компоненты 
модели. Серия численных экспериментов для довольно сложной модели Mar-
mousi показывает, что томография отражённых волн эффективна для восстанов-
ления низкочастотной компопнеты модели, в то время как асимптотическое пол-
новолновое обращение может восстанавливать детали сложных моделей. 
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