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Аннотация. Проведено тестирование программы ASDD-T, разработанной по варианту метода 
разрывных смещений, предложенного Краучем, для расчета развития осесимметричных тре-
щин при взрыве и гидроразрыве горных пород. Тестирование проведено на двух задачах с осе-
симметричными трещинами сферической и цилиндрической формы, имеющих точное реше-
ние. Сравнивались значения интенсивности высвобождения механической энергии при вир-
туальном росте трещин и смещений их берегов. Оказалось, что отличие рассчитанных по про-
грамме данных от точных значений не превосходит в среднем 4% с максимальным отклоне-
нием в отдельных случаях до 13%.  
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Abstract. Testing of the ASDD-T program, developed according to a variant of the discontinuous dis-
placement method proposed by Crouch, was carried out to calculate the development of axisymmetric 
cracks during explosion and hydraulic fracturing of rocks. Testing was carried out on two problems with 
axisymmetric spherical and cylindrical cracks that have an exact solution. The values of the values of the 
specific release of mechanical energy during the virtual growth of cracks and displacements of their faces 
were compared. It turned out that the difference between the data calculated by the program and the exact 
values does not exceed 4% on average, with a maximum deviation of up to 13% in some cases. 
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Введение 

Численный метод граничных элементов широко применяется при расчетах 
напряженного состояния горных пород применительно к задачам горного дела. 
В целях оптимизации процессов разрушения в технологиях добычи полезных ис-
копаемых особое значение имеет метод разрывных смещений [1, 2]. Связано это 
с тем, что при этом методе наиболее просто описывается развитие трещин, ха-
рактерных при разрушении хрупких горных пород. В работах [3-6] приведены 
примеры таких расчетов развития трещин при взрыве и гидроразрыве.  Для рас-
четов развития осесимметричных трещин в этих работах разработан численный 
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метод разрывных смещений. Аналогичный метод для случая плоского деформи-
рования ранее был разработан С. Краучем и А. Старфилдом [1] и широко исполь-
зуется в настоящее время как один из методов граничных элементов в механике 
твердого тела. Подобный подход к решению задач плоской теории упругости с 
криволинейными трещинами предложен Л. И. Слепяном [7], где определение 
поля напряжений в теле с трещиной сведено к решению системы интегральных 
уравнений относительно раскрытия трещины. Идея метода заключается в ап-
проксимации поверхности трещины совокупностью дислокационных петель  с 
неизвестными скачками смещений 𝑏ሬ⃗  (k=1,2…,n). Каждая такая петля, с посто-
янным скачком смещений, порождает в безграничном упругом пространстве 
поле, называемое полем дислокационной петли с вектором Бюргерса 𝑏ሬ⃗  [8]. Из 
таких полей и складывается решение задачи о трещине. 

Для определения напряженного состояния упругого пространства с осесим-
метричными трещинами их поверхность разбивается параллелями и меридиа-
нами на дислокационные площадки, раскрытия и сдвиги берегов которых опи-
сываются векторами Бюргерса. Чтобы найти компоненты векторов Бюргерса, 
строится система линейных уравнений из условия выполнения граничных усло-
вий на трещинах. Коэффициенты такой системы рассчитываются с использова-
нием формул Пича – Келлера [8], выражающих компоненты тензора напряжений 
через смещения на дислокационных площадках (1). Решение системы уравнений 
позволяет определить искомое напряженное состояние упругого пространства 
вокруг осесимметричных трещин. Изложенный алгоритм был использован при 
разработке программы ASDD-T в работе [3]. 
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Здесь ሺ𝜉, 𝜂, 𝜁ሻ - точки на контуре дислокации; R- расстояние между точкой 
наблюдения ሺ𝑥,𝑦, 𝑧ሻ и точкой контура; ሺ𝑋,𝑌,𝑍ሻ - разность координат точки 
наблюдения и точки контура; ሺ𝐿,𝑀,𝑁ሻ - параметры, определяемые  упругими 
модулями Ламе, 
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Остальные компоненты тензора напряжений получаются циклической пе-

рестановкой координат и компонент вектора Бюргерса.   

Методы и материалы 

 Для любого численного метода важно определять погрешность получае-
мых результатов. Оценку таких погрешностей можно получать из сравнения дан-
ных расчетов с результатами аналитических решений задач,  в которых такие ре-
шения существуют, или с численными решениями задач, где высокая точность 
гарантирована. Ясно, что при конечном числе площадок на которые разбивается 
трещина решение приближенное. Оправдание использования такого подхода — 
широкая практика применения методов граничных элементов, обзор которых 
приведен в [2] и хорошее соответствие аналитическим решениям тестовых задач. 
В частности, разработанные программы тестировали на аналитических реше-
ниях задачи о дисковой трещине в безграничном пространстве, берега которой 
нагружены осесимметрично [7].  

В настоящей работе решения задач по программе ASDD-T [3] определения 
НДС в окрестности нагруженных осесимметричных трещин методом разрывных 
смещений сравниваются с известными точными решениями двух задач.  

Результаты 

В первой задаче речь идет о напряженном состоянии упругого пространства 
с осесимметричной трещиной, представляющей из себя часть сферической по-
верхности (рис.1) . Предполагается, что упругое пространство растянуто на бес-
конечности трехосным полем напряжений 𝜎௭௭  0,𝜎 ൌ 𝜎ఏఏ

  0 
  
 
 
 
 
            
 
 

Рис. 1. Осевое сечение осесимметричной трещины, имеющей форму сектора 
сферической поверхности радиуса с, в поле внешнего растяжения 
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Существует аналитическое решение задачи о напряженном состоянии упру-
гого пространства с такой трещиной [9], получаемое в результате сведения свя-
занных интегро-дифференциальных уравнений к обычным. В частности, в слу-
чае  𝜎௭௭ ൌ 𝜎 ൌ 𝜎ఏఏ

 ൌ 𝜎 в работе [9] приводятся значения коэффициентов ин-
тенсивности напряжений 𝐾ூ ,𝐾ூூ вблизи кромки трещины в зависимости от полу-
угла сферического сектора α . Эти данные приведены в таблиц 1 в безразмерном 
виде, отнесенном к 𝐾 ൌ 2𝜎ඥሺ𝑐𝑠𝑖𝑛𝛼ሻ/𝜋. В программе ASDD –T нет расчета ко-
эффициентов интенсивности напряжений по отдельности. Равновесное состоя-
ние трещины оценивается согласно критерию Ирвина величиной интенсивности 
высвобождения механической энергии T при виртуальном удлинении трещины 
в меридианном сечении и увеличении ее площади. Согласно [10-11] величина T 

определяется через потенциальную энергию выражением 𝑇 ൌ
ିడ

డௌ
, характеризу-

ющим изменение потенциальной энергии упругого тела U при увеличении пло-
щади трещины S. Такая величина находится численно через определенные сме-
щения дислокационных площадок в результате расчетов двух напряженно де-
формируемых состояний нагруженной трещины: начального при заданной гео-
метрии трещины и виртуального при небольшом увеличении ее длины в мери-
дианном сечении и площади. 

Величина интенсивности высвобождения механической энергии T при вир-
туальном увеличении трещины связана с коэффициентами интенсивности напря-
жений следующим выражением [11]: 

 

                    𝑇 ൌ
ሺଵିఔమሻ

ா
ሺ𝐾ூ

ଶ  𝐾ூூ
ଶሻ             (2) 

 
Это выражение можно использовать для расчета T по значениям коэффици-

ентов интенсивности напряжений работы [9], приведенных в таблице 1. Исполь-
зуя значение 𝐾 ൌ 2𝜎ඥሺ𝑐𝑠𝑖𝑛𝛼ሻ/𝜋, выражение (2) можно представить в безраз-
мерном виде: 
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Безразмерные значения интенсивности высвобождения механической энер-

гии T при виртуальном увеличении трещины по данным работы [9] и расчетам 
по программе ASDD-T задачи о напряженном состоянии осесимметричной тре-
щины рис.1 приведены в 4-той и 5-той строке таблицы 1. 

 
         Tаблица 1 

α, градус 20 40 60 80 рассчитано 
𝐾ூ/𝐾 0.95 0.88 0.76 0.64 по [9] 
𝐾ூூ/𝐾 0.15 0.26 0.35 0.44 по [9] 
𝑇/𝑇 0.925 0.84 0.7 0.6 по [9] 
𝑇/𝑇 0.93 0.88 0.7 0.52 по ASDD-T 



22 

Отличие рассчитанных по программе ASDD-T значений  𝑇/𝑇  от точных 
при α 60° не превосходит 5%, при разбиении дуги трещины на элементы через 
1°, при 𝛼 ൌ 80°составляет 13% при разбиении через 0.25°.  В последнем случае 
для более точного расчета потребуется дополнительное дробление дислокацион-
ного элемента. 

Во второй задаче рассматривается напряженное состояние упругого про-
странства с цилиндрической трещиной радиуса R и длиной L, нагруженной рав-
номерно распределенным внутренним давлением p (рис.2).  

 

 
Рис. 2. Осевое сечение цилиндрической трещины длиной 2L и диметром 2R, 
находящейся в упругом пространстве и нагруженной внутренним давлением p 

 
 
Эталонное численное решение этой задачи было получено методом распре-

деленных дислокаций [12] в результате решения двух сингулярных интеграль-
ных уравнений. Такая же задача была решена в работе [13]. Некоторые резуль-
таты расчетов коэффициентов интенсивности напряжений  в окрестности  кро-
мок  трещины работ [12-13] приведены в таблице 2 для разных значений отно-
шения R/L. Значения коэффициентов интенсивности напряжений 𝐾ூ ,𝐾ூூ приве-
дены в безразмерном виде, отнесенном к величине 𝐾 ൌ 𝑝√𝜋𝐿 . Расчеты были 
проведены при коэффициенте Пуассона 𝜈 ൌ 0.3 

 
Таблица 2 

R/L  Hills [12] Gordeliy [13] ASDD-T 

 
0.1 

𝐾ூ /𝐾 1.7 ∙ 10ିଵ 1.7 ∙ 10ିଵ  
𝐾ூூ/𝐾 5.4 ∙ 10ିଶ 5.2 ∙ 10ିଶ  
𝑇/𝑇 0.032 0.032 0.032 

 
1 

𝐾ூ /𝐾 5.4 ∙ 10ିଵ 5.4 ∙ 10ିଵ  
𝐾ூூ/𝐾 8.4 ∙ 10ିଶ 8.3 ∙ 10ିଶ  
𝑇/𝑇 0.3 0.3 0.31 

 
10 

𝐾ூ /𝐾 9.8 ∙ 10ିଵ 9.7 ∙ 10ିଵ  
𝐾ூூ/𝐾 5.8 ∙ 10ିଷ 5.7 ∙ 10ିଷ  
𝑇/𝑇 0.96 0.94 1.0 
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Для оценки точности расчетов по программе ASDD-T были проведены рас-
четы задач в постановке рис.2, аналогичных рассмотренным в [12-13]. В резуль-
тате расчетов определялись величины нормального раскрытия Dn и сдвигового 
смещения Ds вдоль образующей цилиндрической трещины и  величина T  высво-
бождения механической энергии, отнесенная к увеличению ее поверхности при 
удлинении.  Значения интенсивности высвобождения механической энергии в 
безразмерном виде 𝑇/𝑇, рассчитанные  по формуле (3) с учетом 𝐾 ൌ 𝑝√𝜋𝐿, 
приведены в таблице 2 для результатов  расчетов проведенных в  [12-13] и полу-
ченных по программе ASDD_T. Сравнение этих значений показывает их удовле-
творительное соответствие, при котором отличие не превышает 4%. Такое же 
соответствие есть и в расчетах смещения берегов трещины. Так максимальное 
значение нормального раскрытия в расчетах [12] в безразмерном виде для случая 

R/L=1 составило 
∗ா

ሺଵିఓమሻ
ൌ 1.75,  при этом согласно расчетам по программе 

ASDD-T: 
∗ா

ሺଵିఔమሻ
ൌ 1.77. Для максимальных значений сдвигового смещения 

имеем по расчетам [12]  и по программе ASDD-T: 0.2 и 0.182 соответственно. 
Отличия значений раскрытий трещины не превышает 11% 

Заключение 

В работе проведено тестирование программы ASDD-T, разработанной по 
методу разрывных смещений, для расчета развития осесимметричных трещин 
при взрыве ударе и гидроразрыве горных пород. Основным блоком программы 
ASDD-T является блок расчета напряженного состояния упругой среды, содер-
жащей осесимметричные трещины. Такой блок был разработан по методу раз-
рывных смещений, аналогичному предложенному C.Краучем и А.Старфилдом 
[1] Тестирование проведено на двух задачах с осесимметричными трещинами 
сферической и цилиндрической формы, имеющих точное решение. Сравнива-
лись значения интенсивности высвобождения механической энергии при вирту-
альном росте трещин и смещений их берегов. Оказалось, что отличие рассчитан-
ных по программе данных от точных значений не превосходит в среднем 4% с 
максимальным отклонением в отдельных случаях до 13%.  
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