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Аннотация. Показано, что критерий Кулона-Мора правильно предсказывает величины напря-
жений на пределе текучести и в момент разрушения, как для горных пород, так и для пластич-
ных металлов. Установлено также, что если направления разрушения, связывать с характери-
стиками дифференциальных уравнений тории пластичности, основанной на поверхности Ку-
лона-Мора, то получим хорошее соответствие результатов расчета с данными опытов при раз-
личных видах нагружения. 
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Abstract. It is shown that the Mohr-Coulomb criterion correctly predicts the stress values at the yield 
point and at the moment of failure, both for rocks and ductile metals. It has also been established that 
if the directions of fracture are associated with the characteristics of the differential equations of plas-
ticity thorium based on the Coulomb-Mohr surface, then we will obtain a good agreement between 
the calculation results and experimental data for various types of loading. 
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Введение 

В геомеханике общепринятой является  точка зрения, что грунты и горные 
породы при  деформировании могут проявлять следующие механические свой-
ства: дилатансия при сдвиге (пластическое разрыхление);  разная сопротивляе-
мость геоматериалов при растяжении и сжатии; изменения плотности и трещи-
новатости, вызванных ростом необратимой деформации. Хорошо известно, что 
эти свойства не выполняются для большинства пластичных металлов. Экспери-
ментальные наблюдения в лабораторных и натурных условиях показывают, что 
на больших глубинах хрупкие горные породы в объемном напряженном состоя-
нии ведут себя как пластичные металлы (рис. 1). Таким образом, свойства хруп-
кости, пластичности, изменение плотности при сдвиге и разная сопртивляемость 
деформируемого тела растяжению и сжатию (внутреннее трение) зависят не 
только от самого материала, но и от условий нагружения [1-18].  
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Методы теории пластичности с успехом применяются в геодинамике. Гео-
логические  структуры, называемые разломами и трещинами, образуются под 
воздействием напряжений. Следовательно, из анализа феноменологии разломов 
и трещин можно сделать определенные выводы относительно поля напряжений 
в нетронутом массиве. Умение правильно определять направления разрушения 
на поверхностях выработок и скважин при известных условиях нагружения гор-
ного массива имеет большое прикладное значение для обратной задачи опреде-
ление напряжений в породном массиве. В частности, по значениям давлений раз-
рыва в различно ориентированных скважинах и ориентации трещин разрушения 
на соответствующих поверхностях обнажений можно более точно определять 
напряженное состояние в нетронутом массиве [16]. 

Перечисленные выше факты позволяют высказать предположение о том, 
что процессы необратимого деформирования и разрушения металлов, горных 
пород и строительных материалов могут быть описаны с помощью единой дила-
тансионно-сдвиговой механической модели [19-25]. 

 

 
Рис. 1. Линии скольжения на мраморном образце [1] 

 
 
В теории пластичности можно выделить два основных условия текучести. 

Первое берет начало с критерия, предложенного французским инженером 
Треска. Считается, что пластичность в металлах начинается, когда максимальное 
касательное напряжение достигает предельной величины, характерной для дан-
ного материала. Обобщением этого критерия для горных пород является крите-
рий Кулона-Мора [1-7], и теория пластичности, в которой сдвиги происходят по 
соответствующим предельным плоскостям [19-25].  Второе направление в пла-
стичности, основанное на интенсивности касательных напряжений, связано с 
условием Мизеса. В этой связи следует напомнить экспериментально обоснован-
ный   вывод Бриджмена (1952 г.) о том, что гидростатическое давление не влияет 
на текучесть пластичных металлов [1-7]. Но тогда пределы текучести при растя-
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жении и сжатии должны быть одинаковыми, что согласуется с условием Мизеса. 
Однако это не противоречит тому, что нормальное напряжение, действующее на 
плоскости действия max, может влиять на начало текучести. И поэтому примене-
ние в этом случае критерия Кулона-Мора позволяет в пластичных металлах учи-
тывать разную сопротивляемость при растяжении и сжатии. 

Организация и проведение опытов, в которых на цилиндрических образцах 
реализуется состояние одноосного сжатия, представляет определенные трудно-
сти при моделировании и реализации таких экспериментов. В [1] приводятся 
результаты  опытов на растяжение и сжатие (Зибель и Помп, 1927 г.), в которых 
авторы существенно улучшили испытания на сжатие, для получения равномер-
ного распределения напряжений. Они предложили сжимать цилиндрические 
образцы между двумя конусами, образующие которых составляли с плоскостью 
давления угол, равный углу трения. Это позволило получить в образце чисто 
осевые сжимающие напряжения. Во всех случаях испытания в пластической 
области железа и малоуглеродистых сталей кривые для сжатия оказались рас-
положенными выше соответствующих кривых для растяжения. Этот факт под-
тверждает разную сопротивляемость пластичных металлов растяжению и сжа-
тию.  

О предельных состояниях и направлениях разрушения 

В дальнейшем будем считать, что для всех материалов на предельное значе-
ние максимального касательного напряжения в момент возникновении пластич-
ности влияет нормальное напряжение на соответствующей площадке. Это озна-
чает, что как для хрупких, так и для пластичных материалов справедлив крите-
рий Кулона-Мора, который имеет вид: 

 
Ctgnn

n
 max ,     (1) 

 
где  n ,  n – касательное и нормальное напряжения на предельных плоскостях,  - 
угол внутреннего трения, С – коэффициент сцепления. Далее будем считать, что в 
общем случае и для металлов начало текучести следует связывать с условием (1), а 
пластическая деформация является результатом сдвигов по системам скольжения, 
которые совпадают с предельными плоскостями Кулона-Мора. При  = 0 из (1) по-
лучаем критерий текучести Треска, в этом случае пластическая деформация явля-
ется результатом сдвигов в направлениях действия максимального касательного 
напряжения. Если учесть влияние нормального напряжения  n на предельное зна-
чение максимального касательного напряжения, то по известным пределам текуче-
сти при растяжении σ t , сжатии σс и кручении 0 из (1) получим: 
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Наиболее надежным методом определения пределов текучести по кривым  
(  ) является  метод экстраполяции Лоде [1, 2]. Применяя его к определению 
пределов текучести при растяжении и сжатии для трех малоуглеродистых сталей 
в опытах Зибеля и Помпа,  получим средние значения  σt = 250 МПа, σc = 348 

МПа. В этом случае из первой формулы (2) определим  .90  Аналогичное зна-

чение для   получим по критерию Кулона-Мора из второй формулы (2), если 

принять значение для 3/0 t  ,  которое получается из условия Мизеса. Если 
происходит нагружение образцов осевой силой и внутренним давлением, то 
напряженное состояние в цилиндрическом образце характеризуется главными 
нормальными напряжениями ba  , и 0c . На рис. 2 приводятся критерии те-
кучести для плоского напряженного состояния: 1 – Мизеса, 2 – Треска и 3 - Ку-
лона-Мора. В плоскости ( ba  , ), критерий текучести Кулона-Мора, представ-
ляет собой неправильный шестиугольник ABCDEF, стороны которого отвечают 
состояниям неполной пластичности, а вершины – полной пластичности. На ли-
ниях ВС и СD  критерии Треска и Кулона-Мора совпадают. 
Уравнения плоского напряженного состояния с применением критерия Кулона-
Мора будут различными для разных режимов нагружения [19, 22-25]. 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
При выводе соотношений для полей напряжений и скоростей будем нуме-

ровать главные оси так, что выполняется неравенство: 
 

321   .      (3) 
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Рис. 2. Условия текучести в главных осях напряжений:   
Мизеса – 1, Треска – 2,  Кулона – Мора – 3 
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Далее будем также считать, что растягивающие напряжения положительны, а 
сжимающие – отрицательны. Условие (1) принимает вид: 
 

  cos2sin)( 3131 C             (4) 
 

Если 1 и 3 разных знаков, то подобно случаю плоской деформации для 
плоского напряженного состояния предельное условие достигается на площад-
ках, перпендикулярных к плоскости (1,3), проходящих через ось 2 и составляю-
щих с направлением 1  углы )2/4/(   . Для режимов AB и DE данные 
направления совпадают с характеристиками поля напряжений, линиями сколь-
жения. Для скоростей пластической деформации в состоянии неполной пластич-
ности имеем зависимости [22-25]: 

 

 
2
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2
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Применяя уравнение неразрывности [8] и (5), получим  
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Интегрируя (6) при постоянном коэффициенте дилатансии α и учитывая, 

что при t = 0,  = 0, = 0, определим зависимость изменения плотности от пла-
стического сдвига . При разрушении сдвиг  =  и плотность  =  одновре-
менно достигают критической величины: 

 

)exp(
0


  , 

)exp(
0


  

  

 

В (5, 6) точка означает производную по параметру нагружения,  - коэффи-
циент дилатансии,  - пластический сдвиг, который находится при решении за-
дачи. При определении направлений характеристик и сравнении с результатами 
опытов для однородных напряженных состояний нет необходимости получать 
полную систему дифференциальных уравнений для поля скоростей, для этого 
достаточно (5) записать в произвольной системе координат (x,z): 

 
0)2cos()2cos(  zx ebaeba       (7) 

 
где  - угол, который составляет 1- е главное направление с осью x, 

 cos/,1  btga   параметры пластической модели. Предположим, что 
ось x совпадает с характеристикой поля скоростей, тогда 0xe , и поэтому из (7) 
получим: 
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    ).cossin/(/2cos   ab     (8) 
 

Таким образом, если направление характеристической поверхности гипер-
болической системы для поля скоростей связывать с поверхностью разрушения, 
то можно сказать, что коэффициент  характеризует вид разрушения материала. 
При  = 0 из (8) получим  =± /4, так разрушаются пластичные металлы. Под-
ставляя в (8)  = tg , получим    =± ( /4 +/2), так разрушаются полухрупкие 
металлы, например серый чугун [9]. В обоих случаях характеристики для поля 
скоростей и напряжений совпадают, так как в этих случаях сдвиговая модель 
приводит к ассоциированному закону течения для поверхности Кулона-Мора. 
Для  = cos /(1-sin ) из (8) определим  = /2, что соответствует хрупкому 
разрушению путем отрыва по плоскости перпендикулярной направлению 1 . Да-
лее рассмотрим режим CD, для которого .0321   atb  Введем 
обозначения   t2/)(,2/)( 2121  и, применяя формулы преоб-
разования, определим напряжения в произвольной системе координат (x,z), под-
ставляя которые в уравнения равновесия, получим систему двух дифференци-
альных уравнений для напряжений, имеющих следующее характеристическое 
направление:  

 
0sincos   dzdx .      (9) 

 
Если предположить, что ось х является характеристикой, то из (9) следует, 

что d z =0 и поэтому cos = 0, а угол  = /2. Это означает, что данная характе-
ристика перпендикулярна направлению максимального напряжения 1 и совпа-
дает с направлением 2. Далее рассмотрим в плоскости (1,2) вывод уравнений 
для поля скоростей  в режиме CD с применением сдвиговой модели [22-25].  Ис-
пользуя (5), в произвольной системе координат x, z получим: 

 

    02cos12cos1 








z

v

x

v zx  .     (10) 

 
Предположим, что ось x совпадает с характеристикой поля скоростей, тогда 
0xe , а из (9) находим  =/2.  
Таким образом, в режиме CD характеристики для поля напряжений и ско-

ростей ортогональны направлению 1, что соответствует результатам опытов 
Е. Дэвиса [1], представленным на рис. 3. Пять полых цилиндров из стали, под-
вергнутых испытанию на двухосное растяжение при следующих отношениях 
напряжений σb / σa = 0; 0,5; 1; 2;  , считая образцы слева направо. Аналогичным 
образом  рассматривается режим BC, когда 0321   ba  и в этом 

случае линии скольжения (разрушения) также перпендикулярны 1 и хорошо со-
гласуются c результатами опытов на образцах стандартных размеров, рис. 3. 
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Рис. 3. Результаты испытания растяжением и внутренним давлением [1] 
 

 
Рис. 4. Направления разрушения на образце известняка 

 
 
Уравнения сдвиговой модели для поля скоростей в режимах  B и D (рис.2) 

получены в [23] и для пластически несжимаемых металлов  при    имеем 
cos2 = -1/3,   .. Такой  же результат для плоского напряженного состояния 
получается с применением уравнений, основанных на условии текучести Мизеса 
[21, 24], как для поля напряжений, так и для поля скоростей. Это значение угла 
 для линий скольжения  наблюдалось в опытах на широких плоских металличе-
ских образцах [1-7]. Сравнительный анализ результатов расчета с данными опы-
тов в режимах A, F и E показывает их хорошее соответствие по предельным зна-
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чениям напряжений и по направлениям разрушения горных пород, если их свя-
зывать с линиями скольжения [23, 24]. 

Заключение 

Сравнивая качество совпадения результатов расчета с данными опытов по 
пределам текучести и направлениям разрушения можно  заключить, что:  

- в области растяжения с кручением критерий текучести  Кулона-Мора с 
прямолинейной огибающей (и углом внутреннего трения 09 ) практически 
совпадает с условием Мизеса (см. рис. 2) и поэтому также хорошо подтвержда-
ется данными опытов Лоде, Тейлора и Квинни и др.; 

- результаты опытов Зибеля и Помпа [1] подтверждают критерий Кулона-
Мора, так как пределы текучести при растяжении и сжатии разные, но не под-
тверждают условие Мизеса, по которому σt = σc; 

- направления разрушения, наблюдаемые в опытах Дэвиса и приведенные 
на рис. 3, не согласуются с уравнениями пластичности и критерием Мизеса, но 
хорошо подтверждаются теориями пластического сдвига Треска и Кулона-Мора; 

- определенные в опытах ИГД СО РАН направления разрушения на образ-
цах известняка [21] (рис. 4) хорошо согласуются с теорией пластического сдвига, 
основанной на критерии Кулона-Мора [23, 24]. 

На основе вышеизложенного можно утверждать, что критерий Кулона-
Мора правильно предсказывает величины предельных напряжений в начале пла-
стичности и в момент разрушения, как для горных пород, так и для пластичных 
металлов. Установлено также, что если направления разрушения, связывать с ха-
рактеристиками дифференциальных уравнений тории пластического сдвига для 
поля скоростей [22-24], основанной на поверхности Кулона-Мора, то получим 
хорошее соответствие результатов расчета с данными опытов на металлах и гео-
материалах при различных видах нагружения. 
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