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Введение 

  Рельеф является весьма важным элементом содержания карты, поскольку 
он определяет размещение других объектов местности (конфигурацию речной 
сети, расположение населенных пунктов и т. д.), отражает геологическую струк-
туру местности, влияет на характер и степень хозяйственного освоения террито-
рии, тактику ведения военных действий. Поэтому методам точного и наглядного 
изображения рельефа на картах всегда уделялось особое внимание. 

В компьютерном моделировании поверхностей рельефа используются ме-
тоды интерполяции. Среди них применяются: полиномиальные, радиальные ба-
зисные функции, В-сплайны, сплайны Безье.  Широкое применение они нашли в 
графических редакторах и в программах для создания карт. 

Методы и материалы 

Одним из приемов, применяемых для визуализации рельефа, является метод 
интерполяции, который может быть реализован либо полиномами, например, 
Лагранжа или Ньютона, который не всегда дает хорошие результаты. В частно-
сти, полином первой степени дает поверхность, составленную из линейных гра-
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ней, ее представление имеет разрывы второго рода, такая интерполяция требует 
большого числа опорных точек. Полиномы второй степени не годятся из-за того, 
что трудно добиться гладкости стыковки на границе растра. Полиномам высоких 
степеней свойственны осцилляции, что особенно проявляется при интерполяции 
на большом числе узлов (опорных точек).  

Помимо описанных проблем, существуют и другие: 
1. Проблема размерности  

 

, , ,
r

d
nf f O n r показатель гладкости d размернсть

n количество точек или размер базиса

 
    
 
 



 

 
Погрешность интерполяции полиномами зависит от размерности послед-

них. Можно заметить, что с увеличением размерности, погрешность возрастет. 
Так, например, для того, чтобы получить в d- мерном случае такую же погреш-

ность как и в одномерном, необходимо взять опорных точек в dn  больше, по 
сравнению с одномерным случаем. 

2. Во многих задачах значения функции известны в точках не на структури-
рованной сетке (рис.1). 

 

 
Рис.1. Неструктурированная сетка 

 
 
В многомерных случаях полиномиальная интерполяция, в большинстве слу-

чаев, не применима. 
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Согласно теореме (Mairhubera-Curtis theorem) имеем, что для любого набора 

линейно независимых функций  2: , 1,2,..., , 1k k n d       существует 

набор точек 1 2, ,..., nx x x  при котором матрица 

   

   

1 1 1

1

....

...

....

n

n n n

x x

A

x x

 

 

 
 

  
 
 

 является 

вырожденной.  
Для одномерного случая эта матрица будет невырожденной для любых 

функций не только многочленов. Начиная с d=2 ситуация меняется, согласно 
данной теореме, если интерполянт является комбинацией линейно независимых 
функций, например полиномов, тогда матрица становится вырожденной хотя бы 
на одном из наборов точек. Это означает, что обычная интерполяция полино-
мами в этом случае не подходит. 

Чтобы решить данную проблему надо функции  k  выбрать таким образом, 

чтобы они зависели от набора точек, то есть использовать радиальные функции. 
Функция : dg    называется радиальной, если ее значение зависит 

только от нормы аргумента:  
 

       , : 0, .g x x r                                              (1) 

 
В данном случае имеется в виду норма вектора в Евклидовом пространстве. 

 x  далее называется радиальной базисной функцией (таб.1). 

 
Таблица 1 

Примеры РБФ                        

Радиальная базисная  
функция 

 r  parameters 

Гауссовы  2cre  c>0 

Полигармонические 
сплайны 

2 1kr   k N  

Мультиквардрики 2 2r c  c>0 

Обратные 
мультиквардрики 2 2

1

r c
 c>0 

 
Графики РБФ (рис. 2, 3) 
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Рис. 2. Базисная функция Гаусса 

 

 
Рис. 3. Многоквадрическая базисная функция 

 
 
Интерполянт РБФ имеет вид:  
 

   
, 0

, 1,...,
N

i ij
i j

F x y r j N 


    .                                    (2) 

 
Допустим, у нас есть набор узлов      1 1 2 2, , , ,..., ,n nx y x y x y , в которых из-

вестны значения функции  ,f x y . Мы хотим построить интерполяционный по-

лином радиальных гауссовых функций для этой функции. 
Радиальная гауссова функция для точки   ,i ix y   будет выглядеть следую-

щим образом: 
 

         2 2, ,
, , i i c cx y x y

i i c cx y x y e
  

 
                        

 (3) 

 
Затем мы можем составить систему линейных уравнений: 
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      

      
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
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 
 



 
 















                          (4) 

 
где   ,c cx y  ,  ,c cx y    – точки интерполяции. 

Для определения весов система записывается в матричной форме. Для ре-
шения системы используется метод наименьших квадратов.  

Рассмотрим два метода интерполяции. Допустим, у нас есть набор точек 
       0,0 , 0,1 , 1,0 , 1,1  и значения функции  ,f x y   в этих точках: 

 
       0,0 1, 1,0 2, 0,1 3, 1,1 4f f f f    . 

 
Мы хотим построить интерполяционный полином радиальных гауссовых 

функций для этой функции с  параметром  . 
Для этого мы можем составить систему линейных уравнений: 
 

2 2 2 2

2 2 2 2

2 2 2 2

2 2 2 2

0 2 2 2 2
1 2 3 4

2 0 2 2 2
1 2 3 4

2 2 2 0 2
1 2 3 4

2 2 2 2 0
1 2 4

1

2

3

4

e e e e

e e e e

e e e e

e e e e

  

  

  

  

   

   

   

  

  

  

  

  

       

       

       

      

  . 

 
Эту систему можно записать в матричной форме: 
 

2 2 2 2

2 2 2 2

2 2 2 2

2 2 2 2

0 2 2 2 2

1
2 0 2 2 2

2

2 2 2 0 2 3

42 2 2 2 0

1

2
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  

  
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  

  

  

  

 
     
     
      
     
     

     
 

 . 

Тогда решив систему при 15 10   , находим веса i : 
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1

2

3

4

0,66

0,47

1,6

2,7






   
   
   
   
   

  

. 

 
Готовый интерполянт можно использовать для вычисления значений функ-

ции в любой точке  ,x y . 

 

         
    

2 22 2 2 22 2 2

2 2 2

1 1

1 1

, 0,66 0,47 1,6

2,7

x y x yx y

x y

F x y e e e

e

 



      

   

    



  

 
Погрешность  
 

   
 

, ,

,

f x y F x y

f x y



    .                                                 (5) 

 
достигается выбором масштаба  . 

При полиномиальной интерполяции применяется интерполяционный 
полином Лагранжа.  Для функции двух переменных полином выглядит так: 

 

 
  
  0 0 0 0

, .
N MN M i j

NM nm
n m i j n i m j

i n j m

x x y y
L x y f

x x y y   
 

 


 
   

                 

(6) 

 
Для нахождения значений функции на промежутках
   1 1, , ,n n m mx x x y y y    полином выглядит так [8]: 

 

    
  

  
  

  
  

  
  

1 1 1
1,

1 1 1 1

1
1, 1 , 1

1 1 1 1

,

.

n m n m
nm n m

n n m m n n m m

n m n m
n m n m

n n m m n n m m

x x y y x x y y
F x y f f

x x y y x x y y

x x y y x x y y
f f

x x y y x x y y

  


   


  

   

   
  

   

   
 

   

(7) 

 
Полином Лагранжа при билинейной интерполяции выглядит так. 
 

  1 2 3 4,F x y b b x b y b xy                                           (8) 
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Коэффициенты 1 2 3 4, , ,b b b b  можно найти из решения системы линейных 

уравнений: 
 

 
 
 
 

11 1 2 1 3 1 4 1 1

12 1 2 1 3 2 4 1 2

21 1 2 2 3 1 4 2 1

22 1 2 2 3 2 4 2 2

;

;

;

.

f Q b b x b y b x y

f Q b b x b y b x y

f Q b b x b y b x y

f Q b b x b y b x y

   

   

   

   
           

1

3

2

4

0 ;

3 ;

2 ;

1.

b

b

b

b





   

 
Полином имеет вид:  , 2 3F x y x y xy   .

 
Далее была найдена абсолютная погрешность билинейного интерполирова-

ния: 
  

   , , 0,015 0,005 0,02x yz f x y x f x y y         . 

 
Абсолютная погрешность вычислений при интерполяции функции двух пе-

ременных  для дважды дифференцируемой функции  ,z f x y  на  0 , nx x x  

и  0 , ny y y вычисляется по формуле: 

 

 
     1 1

1 2 2,
2! 2!

k k r rx x x x y y y y
R x y M N    

  ,        (9) 

 

 2 max ,xxM f x y  на  0 , nx x x ,
 

 2 max ,yyN f x y  на  0 , ,ny y y  

 

 
а при шаге  h оценка остатка будет равна: 

 

  2 22 2
1 ,

2! 2!

M N
R x y h h 

.                                           
(10) 

 
Задавая погрешность  , можно получить из неравенства значение h, обес-

печивающее необходимую точность вычислений:  
 

2 2

2
h

M N





.                                                     (11) 
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Заключение 

В данной статье раскрываются различные подходы интерполяции функции 
двух переменных, описывающих поверхность рельефа; рассматриваются про-
блемы, которые встречаются при использовании тех или иных методов, приме-
няющихся  в масштабировании карт [9], а также их реализации, используя кон-
кретный пример. Важной частью статьи является определение погрешности при 
интерполировании и возможность добиваться нужной погрешности, с помощью 
выбора шага сетки полиноминальном интерполировании или выбора масштаба 
при радиальном интерполировании.  

При интерполировании двумерных функций и функций более трех переменных 
рекомендуется применять радиальные базисные функции, в этом случае не нужна 
регулярная сетка и при получении нужной погрешности не надо вводить дополни-
тельные узлы сетки. Что позволяет рекомендовать при картографировании горного 
рельефа использовать интерполирование радиальными базисными функциями, а при 
картографировании равнинного рельефа – билинейный полином Лагранжа. 
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