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Аннотация. В полуплоскости 2R  рассматривается стационарная система двухскоростной гид-

родинамики с одним давлением и однородными дивергентными и неоднородными краевыми 
условиями для двух скоростей. Данная система является переопределенной. Решение данной 
системы сводится к последовательному решению двух краевых задач: задачи Стокса для од-
ной скорости и давления и переопределенной системы для другой скорости. При надлежащем 
выборе функциональных пространств доказано существование и единственность обобщен-
ного решения с соответствующей оценкой устойчивости. 
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Abstract. In the half-plane 2R , we consider a stationary system of the two-velocity hydrodynamics 

with one pressure and homogeneous divergent and inhomogeneous boundary conditions for two 
velocities. This system is overdetermined. The solution of this system is reduced to the sequential 
solution of two boundary value problems: the Stokes problem for one velocity and pressure and the 
overdetermined system for the other velocity. With an appropriate choice of function spaces, the 
existence and uniqueness of a generalized solution with an appropriate stability estimate has been 
proved. 
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Введение 

В полуплоскости   2
2

2
1 2{ } x ,  :  0x x RR x     с границей 

 1 1 },  0   { :S x x R   рассматривается краевая задача для двухскоростной гидро-

динамики с равновесием фаз по давлению. Решение данной задачи сводится  
к последовательному решению двух краевых задач. Сначала решается задача 
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Стокса для 1u  и p , а затем при найденном давлении p  определяется скорость 

2u  как решение задачи [1-10] 
 

                     2
2 2 2 2 2 1, div 0 в , ( ),

S
R x   u f u u a                             (1) 

 

и условием ограниченности  2 1 2,  x xu  при 2x  , где 

 1
2 2 p   f f , 2 −  сдвиговая вязкость второй фазы,  1 2,  f ff − массовая 

сила. 
Похожая задача возникает для стационарного магнитного векторного потенци-

ала [11]. Обобщенное решение системы (1) в двухмерных неограниченных областях, 
в частности в полуплоскости, имеет существенное отличие от трехмерного случая 

[12]. Пусть       2 2 2  1/ 3 ln 3x x x    ,  2 2 2
2, 2( ) ( ) : ( )L R u D R u L R      . 

Для    2xu D R  верно неравенство 

 

                   
 

    2
2 2

2

2
2

2
2

2

  x   4  x,   
n3  3  l

x

R R

u x
d u d

x x
 


                                    (2) 

 
доказательство которого аналогично доказательству неравенства (12) в ра-

боте [13, с. 25]. Введем в  2D R  скалярное произведение 
2

[ , ] x
R

u v u v d


   . 

Из неравенства (2) видно, что действительно определяет скалярное произведение 

в  2D R , которому соответствует норма 2( )
[ , ]

D R
u u u


 . 

Обозначим через  1 2
0V R  пополнение  2D R  в метрике 2( )D R

u


, после чего 

 1 2
0V R  становится гильбертовым пространством со скалярным произведением 

[ , ]u v . После замыкания по норме пространства  1 2
0V R , неравенство (2) стано-

вится верным для  1 2
0u V R  . 

Отметим, что на каждой линии  2  h x h    для п. в. 0h   функция 

 1 2
0u V R  квадратично суммируема и 0u   как элемент  2L S . 

Введем гильбертово пространство  1 2V R : 

 

        1 2 2 2
2, 2

2,: ,: u L uV R u D R R RL       

 
снабженное нормой 
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     2 2
2, 2

1 2

1,
     .

L R L R
u u u u V R

  
      

 
Из определения пространства  1 2V R  и теоремы Фубини следует, что на каж-

дой линии h  для п. в. 0h   функция  1 2  u V R  квадратично суммируема.  

Рассмотрим вопрос о следе функции  1 2  u V R  на линии 2 0x  . Пусть 

0a   и функция     0,a t C    определяется как   1a t  , если 0 t a  , 

 0 1a t  , если  ,  2t a a ,   0a t  , если 2t a . Для каждой 

 1 2  u V R  функция      1 2 2 1 2,    ,  a au x x x u x x  принадлежит  1 2H R   

и 0 au –след au  на S  совпадает со следом 0u  на S . По теореме о следах функ-

ций из  1 nH R  [14, с. 87] 
1/2

0 0 ( )au u H R    и 

 

     1/2 1 2 1 20 1    . aH R H R V R
u C u C u

 
   

 
Справедлива также "обратная" теорема [14, с. 88], которая для нашего част-

ного случая пространства  1 2H R  формулируется так: существует линейное 

ограниченное отображение 
 

   1/2 1 2 :   Z H R H R  

 

такое, что если  1/2 g H R , то для u Zg  имеем 0u g  . Отсюда следует, что 

существует отображение 
 

   1/2 1 2 :   Z H R V R  

 

такое, что если  1/2 g H R , то для u Zg   имеем 0u g  . 

Обозначим через 
.

2J( )R  множество бесконечно дифференцируемых финит-

ных в 2R  соленоидальных векторов. В 
.

2J( )R  введем скалярное произведение 
 

1 1 2 2
2 2

x x[ , ] : x ( ) xx x x x

R R

d d
 

     u v u v u v u v . 

 
Из (2) получим неравенство 
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              2 2
2, 2

2
x 0( ) ( )

 2 ,
L R L R

C R
  


  u u u                             (3) 

 
из которого следует, что [ , ]u v  действительно определяет скалярное произ-

ведение в  2
.

0
2J( )R C R


 , которому отвечает норма 

 

2
2

.
2 (J( ) x )

[ , ]
L RR 

 u uu u . 

 

Пусть  2RV  есть пополнение 
.

2J( )R  по введенной норме. Отметим, что 

 2RV  является замкнутым подпространством в      1 1
0 0

2
2 2R V R V . После за-

мыкания по норме пространства  1 2
0 RV , неравенство (3) становится верным 

для  1 2
0 R u V . 

Обозначим через  2ˆ RV  замкнутое подпространство в  1 2
0 RV , определя-

емое как 
 

    2 1 2
0 :dˆ iv 0R R   vV vV . 

 

Хейвудом доказано [15, теорема 9], что    2 2ˆ R R V V  (в его обозначе-

ниях    * 2 2
00J RJR   ). 

Задачу (1) для 2u  сведем к задаче с однородными граничными условиями 

для 2v . Для этого представим 2u  в виде суммы: ( 2 ) ( 2 )
2 2 0 1  u v z z . Функцию 2v   

определим, как решение следующей переопределенной задачи для векторного 
уравнения Пуассона с однороднымидивергентными и краевыми условиями: 

 

              
2

2 2 2 2, div 0 в , 0,
S

R    v f v v                    (4) 

 

где  1 (2) (2)
2 2 0 1p        f f z z ,  1 2(2)

0 2  Z R z Va , а (2)
1z  – решение дивер-

гентной задачи. и    1 2 1 2(2)
1 0 R R  z V V . Для  1 2(2)  i Rz V  (  0,1i  )  

и  2
2p L R  линейные функционалы (2)

iz , p , как показано выше, принадле-

жат  1* 2 R
X V . 
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Таким образом, если 
*f X  то в задаче (4) правая часть 

* * 2
2 ( )R  f X V . Обобщенное решение переопределенной задачи (4) сле-

дуя [12] и [13] будем искать в подпространстве 
2( )RV ) соленоидальных век-

торных функций. Требуется найти 
2

2 ( )Rv V : 
 

                  2 2

2

02 2 ,1,, 1
( ) (, )., ,

R R
R

 


    v v f v v V               (5) 

 
Имеем 
 

2 2

2 2

1,0,
, ,( ) ( ),

R R
R


    Vu u u u  

 

то есть билинейная форма в левой части (5) 
2( )RV  – коэрцитивна. Правая часть 

в (5) есть линейный непрерывный функционал над элементами пространства 
2( )RV . Тогда по лемме Лакса-Мильграма задача (5) имеет единственное реше-

ние 
2

2 ( )Rv V  и  
 

2 2,2 1, 1R R
C

 
v f . 

 

Заключение 

Доказано существование и единственность обобщенного решения  
и оценка устойчивости краевой задачи с неоднородными условиями для пере-
определенной системы уравнений Пуассона  в полуплоскости. Такого вида за-
дачи возникают, в частности, при рассмотрении двухмерных стационарной си-
стемы двухскоростной гидродинамики с одним давлением и однородными ди-
вергентными и неоднородными краевыми условиями Дирихле для двух скоро-
стей фаз, а также в задачах электродинамики. При этом обобщенное решение 
для стационарной системы двухскоростной гидродинамики в случае двухмер-
ных неограниченных областей, в частности, в полуплоскости, имеет суще-
ственное отличие от трехмерного случая. Именно, в двухмерном случае для 
скоростей невозможно удовлетворить наперед поставленным условиям на бес-
конечности и ставится условие ограниченности на бесконечности. При этом 
среда считается однородной и диссипация энергии происходит за счет сдвиго-
вых вязкостей фаз подсистем. Другие эффекты будут рассмотрены в последу-
ющих работах. Массоперенос происходит за счет условий Дирихле и массовой 
силы.  
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