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Аннотация. Решается задача об определении сопротивления среды с учетом вязкого слагае-
мого по данным натурных измерений глубины проникания и времени до остановки при удар-
ном воздействии. Построена система уравнений и получено решение для оценки параметров 
сопротивления. Проведена серия экспериментов по бросанию ручного копра в грунт. 
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Abstract. The problem of determining the resistance of the medium is solved, taking into account 
the viscous term according to the data of full-scale measurements of the penetration depth and time 
to stop under impact. A system of equations has been constructed and a solution has been obtained 
for estimating the resistance parameters. A series of experiments was carried out on throwing a hand-
held pile driver into the ground. 
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Введение 

Вопросы ударного погружения тел в массив пород исследовались в работах 
[1-10]. Одним из вопросов является оценка предельной нагрузки, необходимой 
для внедрения тела на заданную глубину [11-13]. Традиционная постановка за-
дачи состоит в том, что задается математическая модель преграды в виде упру-
гой, упругопластической среды, вязкой среды [13, 14]. При этом считаются из-
вестными все характеристики преграды, включая пределы пластичности, проч-
ности и т.д. Далее задается геометрия внедряемого инструмента, инструмент мо-
жет считаться деформируемым [15], недеформируемым (жестким) [16]. Зада-
ются начальная скорость и начальное положение инструмента. Как правило, за-
дачи такого типа решаются численно с привлечением конечно разностных схем 
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[11-14], с применением метода конечных элементов [17, 18]. При решении задачи 
находятся сила и другие параметры процесса внедрения, включая траекторию 
движения тела. 

Сопротивление среды и его нахождение 

В предлагаемой работе речь идет о сопротивлении среды внедрению. Оно 
зависит от формы внедряемого инструмента и от свойств среды [19, 20]. Можно 
изготовить инструмент с наконечником в виде звездочки, цилиндра, конуса, 
сферы. Понятно, что при одних и тех же начальных условиях результат будет 
различным. Его следует считать оптимальным, если сопротивление на одну и ту 
же глубину внедрения окажется минимальным. Вопрос: как определить сопро-
тивление среды и как найти его, используя экспериментальные данные такие как, 
например, глубина проникания и время до остановки, не решая сложную мате-
матическую задачу.  

Для решения задачи воспользуемся уравнением движения Ньютона:  
 
 mx F R  . (1) 

 
где F – активная сила, R – сопротивление. Пусть дано движущееся тело с массой 
m, c начальной скоростью 0v . До встречи с препятствием 0F R  . В момент 
встречи с преградой вступает в действие сила R (сопротивление среды внедре-
нию). Она останавливает тело, превращая его скорость в ноль. Если пренебречь 
упругим последействием в виде отскока (упругой разгрузки в месте взаимодей-
ствия тела с преградой), то тогда возможно измерить глубину проникания  
и время до остановки. В этом случае используется скоростная видеосъемка [5]. 

Приведем примеры сопротивления среды, используемые в [1, 21]. Функция 
R при 0F   задается здесь в виде многочлена 

 
2

1 2 3R B v B v B   , 
 
где v – скорость, 1 2 3, ,B B B  – постоянные, которые определяются эксперимен-
тально [1]. При 1 2 0B B   глубина проникания выражается уравнением 
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где 0v  – начальная скорость в момент соприкосновения ударника со средой. При 

больших скоростях удара наряду с 3B  включается член 2
1B v  и глубина проника-

ния становится равной [1, 21]: 
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Здесь не стоит задача определения сопротивления среды. Здесь сопротивле-
ние среды задается изначально, по нему находится глубина проникания. Пере-
фразируем задачу. Пусть заданы параметры проникания (глубина), требуется 
найти сопротивление среды. Понятно, что если в сопротивление входит одна 
константа, то она легко определяется. Например,  
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3 0
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B v
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При известной начальной скорости 0v  и глубине погружения *x  коэффици-

ент 3B  определяется.  
Отметим, что проблема отыскания сопротивления материалов через приме-

нение данных натурных наблюдений возникает при оценке констант упругости 
массива пород. При этом модуль Юнга и коэффициент Пуассона вычисляются с 
использованием данных о продольных и поперечных скоростях волн, распро-
страняющихся в массиве пород [22]. 

Рассмотрим случай, когда сопротивление среды R описывается зависимо-
стью 

 
 R ax bx c   , (2) 

 
где a, b, c – неизвестные параметры. Требуется с применением данных о глубине 
проникания, о времени остановки инструмента в массиве пород и начальной его 
скорости определить параметры a, b, c.  

Для решения задачи подставим (2) в (1). Находим уравнение 
 

 0
a b c

x x x
m m m

     . (3) 

 

При обозначениях: 
 

 
2/ 2 , 4 / 2a m bm a m     (4) 

 
решение (3) имеет вид 
 

  1 2cos sin /tx e C t C t c b     , (5) 

 
где 0b  . При 0b   решением (3) служит выражение 
 

 
2

1 2 /tx C C e ct a   . (6) 
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В (5) и (6) 1C  и 2C  – произвольные постоянные. 
Рассмотрим (5). Дифференцируя, находим 
 
  2 1 2 1cos ( ) sin ( )tx e t C C t C C          . (7) 

 

Поставим начальную задачу. Считаем, что при 0t    
 
 00 0

0,
t t

x x v
 
  . (8) 

 

Решая (6), (7) при условиях (8) имеем 
 
 1 2 0/ , / /C c b C v c b     . (9) 

 

Рассмотрим момент остановки инструмента. Это произойдет при *t t , удо-
влетворяющему уравнению 
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Подставляя (10) в (5), получаем глубину проникания 
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Пусть в уравнениях (10), (11) из экспериментальных наблюдений определя-
ются величины *,t x . Если считать неизвестными /, , c b  , то система (10), (11) 
получается недоопределенной – имеются только два уравнения для нахождения 
трех переменных. Чтобы получить еще одно уравнение для определения /c b тре-
буется провести другой эксперимент со значением начальной скорости 1v . Тогда 
наряду с (11) будем иметь еще одно уравнение, содержащее величину /c b:  
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Таким образом вместе с (10), (11) получаем систему трех уравнений для 
определения трех неизвестных /, , c b  .  

Рассмотрим второй из представленных случаев при 0b  . Имеем  
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Используя начальные условия (8), получаем  
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Отсюда  
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Из (13), (14) время до остановки инструмента определяется выражением: 
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и глубина погружения будет равна 
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Пусть теперь *x  и *t  заданы. Требуется по этим данным найти сопротивле-

ния среды, т.е. найти параметры a и c. 
Для их определения введем новую величину  
 
 0 /z av c . (17) 

 

С применением (17) перепишем (15), (16) как  
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Отсюда  
 
  *2 ln 1t z   . (18) 
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Таким образом из (19) получаем уравнение для определения z через извест-
ные из опыта величины 0v , *x , *t : 

 

 *
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1 1
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x

z z v t
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. (20) 

 

График зависимости * 0 */x v t  от переменной z представлен на рис. 1. 
 

 
Рис. 1. График зависимости ( ) 1 / ln(1 ) 1 /y z z z    

 
 
Из него видно, что безразмерная величина * 0 */x v t  не должна превосходить 

значения 0.5. Если ввести в рассмотрение среднюю скорость движения тела (ин-
струмента) как *v , т.е. * * *x v t  , должно быть выполнено условие * 0 / 2v v . При 
этом условии можно считать, что сопротивление среды описывается формулой 
(2) при условии 0b  . Как найти при этом a и c? По данным эксперимента нахо-
дятся величины 0v , *x , *t . Далее, по этим данным выстраивается отношение 

* 0 */x v t . При известной правой части уравнение (20) служит для нахождения z. 
Как видно из рис. 1 решение для z всегда существует. При известном z на осно-
вании (4), (18) находим величину a: 

 
 *2 ln(1 ) /a m z t  .  

 

Зная z и a из (17) находим 
 

0 /c av z . 
 

Таким образом сопротивление среды восстановлено. Меняя формы нако-
нечников внедряемого устройства, можно проанализировать значения сопротив-
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ления среды для них, выбрать оптимальную их них, которая доставляет наимень-
шее значение сопротивление среды внедрению. 

Проведены натурные эксперименты по бросанию ручного копра в грунт. 
Копер массой 1.8 кг бросался с разных высот в грунт. Начальные скорости нахо-
дились в пределах от 2.4 м/c до 5.4 м/с. Глубина проникания колебалась от 2 см 
до 5.3 см. Время до остановки копра находилась в пределах от 0.05 с до 0.099 с. 
При этих значениях параметров величина * 0 */x v t  находится в пределах от 0.166 
до 0.099. Приведем примеры расчетов параметров a и c с применением получен-
ных экспериментальных данных. 

 
Таблица 

Примеры расчетов параметров a и c 

* ( )x м  0 ( / )v м c  * ( )t c  ( / )a кг c  2( / )c кг c  

0.02 2.4 0.05 424.09 2.824 
0.03 3.4 0.06 404.93 1.616 
0.04 4.2 0.07 376.314 1.051 
0.042 4.8 0.08 412.45 0.207 
0.053 5.4 0.099 367.15 0.082 
 

Выводы 

Решена задача об определении сопротивления среды с учетом вязкости. 
Определены параметры сопротивления, позволяющие оптимизировать 

формы внедряемых инструментов. 
Показано как по данным, измеренным на поверхности массива пород (глу-

бина, время остановки) восстанавливаются сопротивление среды в массиве по-
род. 
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