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Аннотация. Предлагается оценивать эффективность проникающего действия инструмента по 
сопротивлению среды указанному действию – чем меньше сопротивление, тем эффективнее 
инструмент. Сопротивление среды возможно определить с применением нагружающих 
устройств жесткого типа, когда отслеживается величина погружения инструмента при посто-
янной его скорости. Другой способ – ударное нагружение с измерением глубины и времени 
достижения. В работе анализируется решение задачи в динамической постановке, при этом 
есть устанавливается сопротивление среды деформированию при заданной начальной скоро-
сти погружения инструмента, его массе, при известных значениях глубины и времени оста-
новки. Сопоставляя сопротивление среды для разных вариантов заострения инструмента, вы-
бирается то, которое доставляет минимальное значение сопротивления среды при внедрении 
на заданную глубину. 
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Annotation. It is proposed to evaluate the effectiveness of the tool penetrating by the medium re-
sistance to this action – the lower the resistance, the more effective the tool. The medium resistance 
can be determined by using rigid-type loading devices, when the immersion rate of the tool is moni-
tored at steady loading speed. Another method is shock loading with measuring the penetration depth 
and the time to reach the depth. The paper provides a solution to the problem in dynamic setting that 
is the medium resistance to deformation is set at a given tool mass, its initial speed of immersion, 
known values of penetration depth and time. Comparing the resistance of the medium for differently 
sharpened tools, the one that delivers the minimum resistance of the medium at penetration to a given 
depth is selected. 
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Введение 

В механике движение тела описывается уравнением Ньютона. Задавшись 
начальной скоростью, начальным положением тела (задача Коши), зная прило-
женную силу и силу сопротивления, возможно найти траекторию движения тела, 
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момент окончания движения. В этой связи возникает задача, нельзя ли по пере-
определенным условиям – по начальной скорости, начальному положению тела, 
по его скорости в момент остановки, при известной глубине проникания восста-
новить сопротивление среды движению, приняв во внимание априори оценки со-
противления. Отметим, что аналогичные задачи, когда по переопределенным 
данным требуется восстановить, например, структуру, состояние тела, его свой-
ства встречаются часто в горном деле. Восстановив сопротивление среды, стано-
вится возможным установить влияние геометрии на движение тела. При мень-
шем сопротивлении тело при одних и тех же начальных условиях продвинется 
дальше. Решению данной задачи – восстановления силы сопротивления движе-
нию тела с заданной геометрией при переопределенных начальных и граничных 
условиях посвящена данная работа. 

Вопросы проникания твердых тел в деформируемые преграды и в том числе 
массивы пород интересовали исследователей с давних времен [1-20]. Во главу 
угла ставилось определение предельной нагрузки, оценки глубины проникания, 
рикошет, влияния геометрии на процесс внедрения. При этом применялись раз-
личные математические модели внедрения инструмента в ту или иную среду 
(изотропную, анизотропную, неоднородную), в статической  и динамической по-
становках. Использовались упругая, упругопластическая, вязкопластическая мо-
дели среды. Решались задачи о вдавливании плоского штампа, внедрение жест-
кого клина, конических тел в полуплоскость и полупространство. В [4, 18] ис-
следовалась задача о движении твердого тела в среде с заданными законами ее 
сопротивления. 

Математическая модель 

Преследуется следующая цель – определение сопротивления среды внедре-
нию в нее инструмента при известных значениях глубины и времени проника-
ния. Как и в [4, 18], за основу принимается закон движения Ньютона  

 
mx F R                   (1) 

 
где m  - масса инструмента, F  - активная сила, приложенная к телу, R  - сопро-
тивление среды движению, x  - смещение, x  - ускорение. 

Рассмотрим (1). Оно – дифференциальное уравнение 2-го порядка. Если F  
- активная сила ( в простейшем случае пусть зависит от времени t ), тогда R -  
реакция или сопротивление среды движению. Для того, чтобы (1) было диффе-
ренциальным уравнением 2-го порядка необходимо в общем виде принять, что 
R  в (1) есть функция переменных , ,x x t : 

 
( , , )R R x x t  .                  (2) 

 
Частные случаи зависимости (2) следующие. Если ( )R R t , то это означает, 

что сопротивление R  изменяется только со временем t  (убывает или возрастает 
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что связано со «старением» среды или ее укреплением). Если ( )R R x  , то этот 
случай отвечает учету «вязкого» сопротивления среды. Если R  зависит только 
от x  , то тогда получаем то, что соответствует упругой реакции среды ( R x ) 
или, например, упругопластической, если разгрузка будет происходить упруго. 

 В (1) как правило известны как m  и F . Что касается реакции или сопро-
тивления среды движению, то оно (она) – неизвестная априори. Чтобы найти ее, 
других уравнений кроме (1) не существует. Из (1) следует, что R  возможно 
найти, если проводить какие-либо эксперименты при условии 0x   или 
x const . В этом случае, измеряя величину F , можно найти R  

 
R F ,                      (3) 

 
то есть, измеряя F , мы одновременно измеряем R . На рисунке 1а представлена 
программа нагружения в плоскости ,x t , где x  - смещение, t  - время. Она пред-
полагает движение по прямой линии x Ct  для соблюдения условия 0x  , где 
C - константа. Эта программа нагружения достигается за счет соответствующего 
изменения силы F  в зависимости от времени t : если по каким-то причинам про-
исходит «сход» с траектории нагружения на рис.1а, то нагрузка F  в последую-
щие моменты времени должна либо снижаться, либо увеличиваться так, чтобы 
движение в плоскости ,x t  оставалось по прямой линии. Из этих зависимостей 

( )x x t , ( )F F t  рис. 1б исключением времени t  получается диаграмма изме-
нения F  как функции x , изображённой на рис. 2. 
 
 

 
Рис. 1. а) Зависимость ( )x x t , при которой выполняется (3).  

Для поддержания условия x const , необходимо силу F  поддерживать на не-
обходимом уровне, казанном на рис. б) 

 
 
Сделаем замечания: 
1. Программа нагружения, соответствующая рис. 1а, соответствует  жест-

кому нагружению материалов [19, 20]. 

a) б) 
F 

t 

 

x 

t 
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2. Жесткое нагружение позволяет устанавливать не только допредельное, но 
и  запредельное деформирование, соответствующее участку BC  на рис.2, случаю 
когда сопротивление движению падает с ростом смещения. 
 

 
Рис. 2. Диаграмма изменения ( )R R x  

 
 

Обратимся к решению задачи. Пусть имеется пробойное устройство (ин-
струмент) с массой m  и начальной скоростью 0v . Пусть за время t  инструмент 
погружается в среду (массив пород) на глубину х . Зная эти величины, требуется 
установить сопротивление среды прониканию инструмента на глубину х . Для 
решения задачи имеем (1) при условии 0F  : 

 
m x R  .               (4) 

 
Начальные условия для (4) 
 

0

00

0,

,
t

t

x

x v







      (5) 

 
где 0v  - скорость движения пробойника перед встречей с преградой. Для реше-
ния (4) требуется задать сопротивление ( , , )R R x x t  . Эту функцию можно найти 
экспериментально при условии 0x  . Попробуем найти ее из других соображе-
ний. Будем в первом приближении считать, что R  зависит только от x  (как в 
упругости и пластичности). При R x  получатся только упругие отскоки от 
преграды. Чтобы получить внедрение, требуется в R  внести константу. Такой 
подход можно найти в [4]. Ниже предполагаем, что функция ( )R R x   носит ли-
нейный характер, то есть представляется как сумма 
 

R kx b  ,      (6) 
 
где k  и b - константы. При 0x   получаем сопротивление R b , при 0x   со-
противление внедрению растет линейно с увеличением глубины проникания, за 

А 

R=F 

x 

B 

O 

C 
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рост отвечает коэффициент 0k  . Возникает вопрос: как определить константы 
k  и b, не проводя эксперимент по жестокому нагружению инструмента в массив 
пород? Для этого потребуются дополнительные сведения 0 глубина внедрения  
и время до остановки. Покажем это. 

Подставка (6) в (4) дает  
 

mx kx b   .       (7) 
 

Решение (7) имеет вид 
 

1 2cos cos
k k b

x C t C t
m m k

   
       

   
.     (8) 

 
Применим начальные условия (6). Находим последовательно 
 

1

b
C

k
 ,   2 0

m
C v

k
 .          (9) 

 
Тогда смещение x  получает вид: 
 

0cos 1 sin
b k m k

x t v t
k m k m

    
             

.               (10) 

 
Найдем время, при котором инструмент остановится в среде, то есть ско-

рость станет равной нулю. Для его нахождения получаем условие 
 

0sin cos 0
b k k

x t v t
m mkm

 

   
        

   
 .    (11) 

 
Тогда 
 

0k v km
tg t

m b

 
  

 
         (12) 

 

и                                                 0m v km
t arctg

k b

 
  

 
.                                          (13) 

 
При указанном времени t   смещение x   на основании (10) становится рав-

ным  
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2
0 2

1 1
b km

x v
k b

 
   

 
.           (14) 

 
Подставим обратную задачу – по параметрам t  и x , вычисленным в про-

цессе внедрения пробойника с заданной начальной скоростью 0v  найти пара-

метры сопротивления среды внедрению: b и k . Преобразуем выражение (14) – 
умножим правую часть (14) и поделим ее на сопряжённое выражение. Имеем 

 
2
0

2
0 21 1

m
x v

km
b v

b

   
  

 

.                       (15) 

 
Если поделить (15) на (13), то выстраивается следующее характеристиче-

ское выражение  
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b b






   

    
   

.   (16) 

 
Из (16) видно, что при известных значениях t , x , 0v  правая часть зависит 

только от одного параметра  
 

0v km

b
  .               (17) 

 
То есть  
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На рис. 3 представлена график зависимости 
0
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Отсюда получаем вывод: для того, чтобы среда имела сопротивление вида 
(6) необходимо, чтобы указанная характеристика внедрения удовлетворяла усло-
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вию 
0

1 2
,

2

x

v t 




  
 

. Пусть это условие выполнено. Как найти k  и b? В начале 

найдем   из (18), переписанного в виде 
 

2

0

1 1 0
x

arctg
v t

  



       .    (19) 

 

 

Рис. 3. Зависимость 
0
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 от параметра   

 
 

Решая (19), найдем из (17) 
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Согласно (15) получаем 
 

2
0

21 1

m
x v
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.                (21) 

 
Отсюда теперь находим  
 

 2 2
0 1 1b v m x 

     
,    (22) 

 
(20) удобно переписать как  

 
2 2 2

0k b mv .     (23) 
 

Таким образом k  и b согласно (22), (23) находятся, то есть устанавливается 
сопротивление среды в линейной зависимости от глубины проникания от изме-
ренных экспериментально глубины и времени до остановки инструмента. 
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Замечания. 1) Из (23) видно, что величины b и k  зависят от безразмерной 

величины   и размерной величины 
2
0mv

x




 : 

 

21 1
b





   

, 
2 2b

k
x


 

 . 

 
2) Есть ограничение на входные данные параметра проникания 

0

1 2

2

x

v t 




 
  

 
, чтобы использовать линейную зависимость сопротивления 

среды. 
Приведем расчет сопротивления среды по данным работы [15]. 

Результаты 

Для проведения математического моделирования проникания пробойника в 
грунтовую среду начальные параметры использовались подобные [15], где рас-
сматривалась кинограмма проникания стального ударника в сухой песок. Масса 
пробойника 0,08m  кг., скорость удара 0 216v  м/с. Так же в этом эксперименте 
[15] была найдена глубина проникания 0,08x  м., и время проникания 0,5t  мс. 

На рис. 4а приведена зависимость времени до остановки пробойника от 
массы, на рис. 4б представлена зависимость глубины проникания от массы. На 
рис. 5а зависимость времени до остановки пробойника от начальной скорости, 
на рис. 5б представлена зависимость глубины проникания от начальной скоро-
сти. 

 

 
Рис. 5. Зависимость времени и глубины проникания от массы пробойника 
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Рис. 5. Зависимость времени и глубины проникания от начальной скорости 

 
 
Сравнивая полученные зависимости математического моделирования с экс-

периментами [15] можно увидеть хорошее соответствие. 

Заключение 

Построена математическая модель определения сопротивления среды внед-
рению в нее жесткого инструмента с заданной массой и начальной скоростью. 
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