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Аннотация. Представлен алгоритм численного апскейлинга упругих свойств трещинно-пори-
стых сред в низкочастотном диапазоне. Для этого разработан алгоритм решения уравнений 
Био в квазистатическом состоянии. В статье описываются следующие аспекты: формулиру-
ется задача апскейлинга пороупругих сред для получения частотно-зависимого тензора жест-
кости, соответствующего вязкоупругим средам; конечно-разностная аппроксимация рассмат-
риваемой краевой задачи; особенности численного решения СЛАУ с численным эксперимен-
том и анализом производительности.  Проведены численные эксперементы для анализа влия-
ния связности трещин и свойств их наполнителя на частотно-зависимое затухание в трещино-
вато-пористой флюидонасыщенной среде.  

 
Ключевые слова: пороупругость, модель Био, конечно-разностная аппроксимация, сейсми-
ческое затухание, прямые методы решения СЛАУ 

 
Numerical solution of Biot equations in quasistatic state for seismic 

attenuation estimation in anisotropic media 

S. A. Solovyev1*, M. A. Novikov2, V. V. Lisitsa1 
1 Institute of Mathematics SB RAS, Novosibirsk, Russian Federation 

1Trofimuk Institute of Petroleum Geology and Geophysics SB RAS, Novosibirsk,  
Russian Federation 

* e-mail: novikovma@ipgg.sbras.ru 
 

Abstract. An algorithm for numerical upscaling elastic properties of fractured-porous media in low-
frequency range is presented. To do so, the algorithm to solve Biot equations in quasi-static state is 
developed. Paper describes the following aspects: stating the problem of the poroelastic media upscaling 
to obtain frequency-dependent stiffness tensor, corresponding to the visco-elastic media; the finite-
difference approximation of the considered boundary-value problem; peculiarities of the numerical 
solution of the SLAE with numerical experiments and performance analysis. Numerical experiments are 
performed to observe the influence of fracture connectivity and fracture-filling material properties on 
frequency-dependent seismic attenuation in fractured porous fluid-saturated media. 
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Введение 

Современное повышение актуальности развития технологий захоронения 
CO2 [1, 2], разведки геотермальной энергии [3, 4] ставит сложные задачи перед 
методами сейсмического мониторинга. Перспективным сейсмическим атрибу-
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том для оценки транспортных свойств трещиноватых коллекторов является ча-
стотно-зависимое затухание. Известно, что изменение свойств флюида или гео-
метрии порового пространства существенно влияют на индуцированные волной 
потоки флюидов (wave-induced fluid flow, WIFF), возникающие при распростра-
нении сейсмической волны в трещиновато-пористых средах [5,6]. Обычно эти 
потоки разделяют на два типа – между вмещающей породой и флюидом (fracture-
to-background WIFF, FB-WIFF) и между трещинами (fracture-to fracture WIFF, FF-
WIFF), причем у обоих типов свои характерные частоты и факторы, влияющие 
на их интенсивность [6,7,8] В теоретических и большинстве численных исследо-
ваний WIFF рассматриваются простые модели среды с попарным пересечением 
трещин [6,7], кроме работы [9] с применением более реалистичных дискретных 
систем трещин. Одна из причин рассмотрения глобальной связности трещин – 
отсутствие эффективного численного алгоритма для моделирования экспери-
ментов по нагружению образца. Требование репрезентативности размера модели 
[10,11] и достаточной детальности для отражения стрыктуры неоднородности.  
В случае трещинноватых сред репрезентативный размер связан с характерной 
длиной перколяции [12,13], а дискретизация зависит от характерного раскрытия 
трещины и, как правило, превышает 1000 узлов в направлении каждой коорди-
натной оси. Поскольку восстановление эффективных упругих свойств среды тре-
бует серии экспериментов для каждой реализации модели среды, то необходимо 
разработать эффективный алгоритм численного апскейлинга, применимый для 
решения ряда крупномасштабных задач. 

В данной работе представлен алгоритм численного апскейлинга упругих 
свойств трещинноватых-пористых флюидонасыщенных сред. В работе представ-
лена постановка задачи апскейлинга трещиновато-пористой флюидонасыщен-
ной среды методом восстановления частотно-зависимого тензора жесткости, со-
ответствующего эквивалентной вязкоупругой однородной среде. Для решения 
задачи разработан алгоритм численного решения системы уравнений Био в ква-
зистатической постановке на основе их конечно-разностной аппроксимации. Ал-
горитм применен на примере трещиноватых сред разной длины перколяции для 
оценки сейсмического затухания в них и анализа влияния связности трещин 
(длины перколяции) на затухание. 

Постановка задачи апскейлинга 

Задача апскейлинга заключается в нахождении эффективных упругих 
свойств однородной среды, в каком-то смысле эквивалентной рассматриваемой 
неоднородной среде. В частности, в работе рассматривается неоднородная поро-
упругая флюидонасыщенная среда, а под задачей апскейлинга понимается вос-
становление эффективных свойств вязкоупругой среды, эквивалентной рассмат-
риваемой среде. 

Анизотропная пороупругая флюидонасыщенная среда описывается уране-
ниями Био в квазистатической постановке в плоскости Oxz  [14, 15]: 
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Здесь xu , zu  - компоненты вектора смещения твердых частиц упругого ске-
лета, xw , zw  - компоненты вектора относительного смещения флюида, ijC  - 

компоненты тензора жесткости флюидонасыщенного скелета,   - вязкость флю-

ида, 1k , 2k  - проницаемость в направлениях осей Ox  и Oz  соответственно, M  - 

модуль взаимодействия между фазами, 1  и 1  - анизотропные параметры Био-
Уиллиса [15,16],   - частота. 

Методом апскейлинга восстанавливается тензор жесткости 
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в прямоугольной области 1 2 1 2[ , ] [ , ]x x z zD L L L L   однородной вязкоупругой 

среды, для которого результирующие средние деформации ε  и напряжения σ   
в рассматриваемой области и в такой же области с неоднородным пороупругим 
материалом (определяемые через смещения, полученные решением уравнений 

(1) [15,16] совпадают. Сам тензор ˆ ( )C   должен удовлетворять уравнениям 
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Для единственности решения задачи нахождения ˆ ( )C   необходимо рас-
смотреть три краевые задачи для уравнений Био. Предлагается решение трех за-
дач базовых нагружений образца, определяемых граничными условиями: 
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Таблица 1 
Граничные условия трех краевых задач по нагружению 

Одноосное нагружение 
вдоль оси Ox  

Одноосное нагружение 
вдоль оси Oz  

Cдвиговое нагружение 

1 2{ ,1, }x x
xx x L L   , 

1 2{ ,0, }zz
z zz L L   , 

,, ( )0xz x Dz    

1 2{ ,0, }x x
xx x L L   , 

1 2{ ,1, }z z
zz z L L   , 

,, ( )0xz x Dz    

1 2{ ,0, }x x
xx x L L   , 

1 2{ ,1, }z z
zz z L L   , 

,, ( )1xz x Dz    

Непротекание: 21{ ,0, }x x
x x L Lw   ; 21{ ,0, }z z

z z L Lw    

 
В результате решения трех краевых задач (уравнения (1) + краевые условия 

из Таблицы 1) девять искомых компонент ˆ ( )C   находятся решением СЛАУ, где 
коэффициенты уравнений – осредненные компоненты тензоров деформаций ε   
и напряжений σ . 

Численное решение уравнений Био 

Для численного решения уравнений (1) они аппроксимируются со вторым 
порядком на сдвинутых сетках с x zN N  ячейками, где уравнения и простран-

ственные производные аппроксимируются, а коэффициенты уравнений и компо-
ненты смещений определяются в разных группах узлов (Рисунок 1) [16,17].  

 

 
 

Рис. 1. Схематичное изображение эквивалентных пороупругой  
и вязкоупругой областей (слева); расположение узлов аппроксимации 

уравнений и производных в узлах одной ячейки расчетной сетки (справа) 
 
 
Вместе аппроксимацией граничных условий (Таблица 1) конечно-разност-

ные уравнения определяют СЛАУ  из 2 (N  - 1)N +2 N (N  - 1)x z x z   уравнений: 

 
, ,N N NAx b A b     (2) 
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Для численного решения системы (2) используется решатель MKL 
PARDISO на основе прямых методов решения СЛАУ.  

Численные эксперименты 

Верификация – слоистая среда. Первый ряд численных экспериментов – 
восстановление эффективного тензора жесткости для слоистой среды – прово-
дится для верификации алгоритма. Для сравнения с аналитическими оценками 
численные оценки затухания и фазовой скорости (вдоль оси Ox ) вычисляются 
через компоненты тензора ˆ ( )C   и средняя плотность материала в среде   

: 

11 11 11
ˆ ˆ ˆ,pV C Q C C        

 
Рассматривается слоистая среда со слоями двух материалов. Свойства ма-

териалов взяты из [19], сама модель и аналитические оценки – из работы [18]. 
Сравнение оценок представлено на Рис 2. Наблюдается достаточно хорошее со-
ответствие оценок как для затухания, так и для скорости. 

 

  
Рис. 2. Сравнение оценок фазовой скорости (слева) и затухания (справа)  
в слоистой среде поперек слоев, полученных численно (красная сплошная 
линия) и аналитически (черная пунктирная линия) в зависимости от частоты 

 
 
Влияние связности трещин на затухание. Второй набор численных экс-

периментов проводится для наблюдения влияния степени связности трещин на 
сейсмическое затухание вследствие WIFF. Рассматриваются 6 наборов (по 8 ре-
ализаций) трещиноватых моделей с горизонтальными и вертикальными трещи-
нами с разной длиной перколяции (примеры трех моделей представлены на Рис. 
3).  Детали генерации моделей представлены в [12]. Трещины заполнены анизо-
тропным материалом, в зависимости от их ориентации (Таблица 2). 

Полученные оценки затухания представлены на Рис. 3. Два пика затухания 
на относительно низкой частоте и высокой частоте соответствуют пикам затуха-
ния вследствие FB-WIFF и FF-WIFF, соответственно. С увеличением связности 
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трещин флюидопотоки между трещин становятся интенсивнее, о чем свидетель-
ствует рост высокочастотного пика. Также с ростом связности заметно падение 
пика затухания от флюидопотоков типа FB-WIFF и его смещение по частоте, ве-
роятно вызванные изменением характерного размера неоднородности. Резуль-
таты для разной связности трещин демонстрирует перспективность применения 
разработанного алгоритма для выявления зависимостей между структурой тре-
щиноватости и затуханием. 

  Таблица 2  
Физические свойства трещиноватой среды 

Параметр Вмещ. порода Горизонт. тр-ны Вертик. т-ны Пересечения 

11C , Па 106.910 10  103.896 10  104.643 10  103.896 10  

13C , Па 107.159 10  101.981 10  101.981 10  101.981 10  

33C , Па 106.910 10  104.643 10  103.896 10  103.896 10  

55C , Па 103.097 10  101.131 10  101.131 10  101.131 10  
M , Па 102.010 10  99.429 10  99.429 10  99.402 10  

1M , Па 95.953 10  96.502 10  96.051 10  96.502 10  

2 M , Па 95.953 10  96.051 10  96.502 10  96.502 10  

1k

 , 
2

Па с
м
  121 10  67.072 10  91.887 10  67.072 10  

1k

 , 
2

Па с
м
  121 10  91.887 10  67.072 10  67.072 10  

 

 

 
Рис. 3. Примеры трещиноватых моделей разной связности (слева). 

Осредненные по реализациям численные оценки частотно-зависимого 
затухания для трещиноватых моделей с ростом связности, соответствующем 

порядку цветов: черный, розовый, голубой, синий, зеленый, красный 
 

Заключение 

Разработан алгоритм численного апскейлинга, основанный на конечно-раз-
ностной аппроксимации системы уравнений Био анизотропной неоднородной 
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пористой флюидонасыенной среды в квазистатической постановке. Численным 
решением трех задач по нагружению образца пороупругой среды восстанавли-
вается эффективный тензор жесткости эквивалентной вязкоупругой среды, с по-
мощью которого вычисляются частотно-зависимые затухание и фазовая ско-
рость. Результаты численных экспериментов по нагружению моделей трещино-
ватой среды и последующей оценки затухания показывают значительное влия-
ние флюидопотоков обоих типов (FB-WIFF и FF-WIFF), а рост связности трещин 
приводит к существенному качественному изменению затухания, вкладов флю-
идопотоков разных типов на общее затухание. Однако, на высоких частотах 
сильное влияние на затухание оказывает рассеяние на системе трещин, поэтому 
в будущем для полноты оценки нужно проводить как моделирование нагруже-
ния образцом, так и основанного на решении уравнений пороупругости в дина-
мической постановке распространения сейсмической волны. 

С. А. Соловьев разработал алгоритм численного апскейлинга, В. В. Лисица 
сформулировал постановки краевых задач нагружения образца при поддержке 
Российского научного фонда № 19-77-20004, М. А. Новиков провел анализ ре-
зультатов численных экспериментов. Численное моделирование проводилось  
с использованием вычислительных ресурсов Сибирского суперкомпьютерного 
центра СО РАН (кластер NKS-30T). 
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