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Аннотация. В данной работе разработан и реализован численный алгоритм моделирования 
нестационарных течений вязкой многофазной изотермической жидкости методом конеч-
ных разностей с использованием проекционного метода для численного решения уравне-
ния Навье-Стокса. Проекционный метод подразумевает расщепление исходной системы 
уравнений по физическим процессам, в котором раздельно учитываются конвективный  
перенос и действие градиента давления. В результате на каждом шаге по времени необхо-
димо решать уравнение Пуассона для нахождения поля давления. Решение СЛАУ выпол-
няется параллельным прямым решателем, основанный на LU разложении. Используется 
явная схема для решения уравнения Кана-Хилларда для обновления фазового поля, пара-
метр которого учитывается при добавлении к уравнению Навье-Стокса поверхностных сил. 
Приведены результаты вычислительных экспериментов, показывающие качественно  
и количественно совпадение с экспериментальными и численными данными из литера-
туры.  
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Abstract. The authors have developed and implemented a numerical algorithm to model unsteady 
flows of a viscous multiphase isothermal fluid by finite difference method using the projection 
method for the numerical solution of the Navier-Stokes equation. The projection method implies 
splitting the initial system of equations by physical processes, in which convective transport and 
the effect of the pressure gradient are separately taken into account. As a result, at each step, it is 
necessary to solve the Poisson equation to find the pressure field. The solution of SLAE is 
performed by a parallel direct solver based on LU decomposition. An explicit scheme is used to 
solve the Cahn-Hilliard equation to update the phase field, the parameter of which is taken into 
account when adding surface forces to the Navier-Stokes equation. Computational experiments 
showing qualitative and quantitative agreement with experimental and numerical data from the 
literature are presented.  
 
Keywords: multiphase liquid, numerical simulation 



33 

Введение 

Численное моделирование многофазных течений в областях с топологиче-
ски сложной структурой позволяет дополнить и расширить лабораторные петро-
физические исследования на керне. В нефтегазовой промышленности это требу-
ется для получения корректных данных о параметрах нефтегазоносного пласта, 
повышения точности описания свойств системы "флюид-порода", оптимизации 
параметров вытеснения и выбора оптимального вытесняющего агента и т.д. Для 
описания течения многофазной жидкости в поровом пространстве используется 
модель фазового поля, параметр которого непрерывно меняется в исследуемой 
области на границах раздела фаз. Таким образом, граница заменяется тонкой, но 
ненулевой по толщине межфазной областью, в которой поверхностные силы ме-
няются плавно. Модель фазового поля начала развиваться в работах [1,2]. В их 
работах был сделан вывод общего уравнения свободной энергии для неоднород-
ной системы, который послужил отправной точкой для создания полной модели 
фазового поля. Классически уравнение Кана-Хилларда выводится путём мини-
мизации свободной энергии Гинзбурга-Ландау. Популярность в настоящее 
время данной математической модели обусловлено термодинамически согласо-
ванной теорией и относительно лёгкой реализацией.  

Наравне с другими методами, такими как level-set [3] и VOF (volume-of-
fluid) [4], метод фазового поля позволяет явно не отслеживать резкую границу 
раздела фаз и не требует пересчитывать на каждом итерационном шаге кривизну 
для подсчёта силы поверхностного натяжения. При правильном выборе парамет-
ров системы метод достаточно точно описывает динамику границы и сохраняет 
объёмные фазы.  

Постановка задачи 

Рассмотрим открытую область Ω ൌ Ωଵ ൅ Ωଶ, Ω ∈ 𝑅ଶ с границей 𝛿Ω (рис.1), 
а  также некоторый непустой промежуток времени 
ሾ0,𝑇ሿ. 

Задача заключается в нахождении распреде-
ления фазового параметра 𝜙ሺ𝑥, 𝑡ሻ, который опре-
деляется следующим выражением: 

𝜙 ൌ
𝑚ଵ െ 𝑚ଶ

𝑚ଵ ൅ 𝑚ଶ
,െ1 ൑ 𝜙 ൑ 1, 

где 𝑚ଵ,𝑚ଶ െ массы первого и второго флюидов.  
Решается система уравнений, описывающая 

изотермические течения вязкой многофазной жид-
кости в области со сложной геометрией с учётом 
поверхностных сил, состоящая из уравнений На-
вье-Стокса и Кана-Хилларда: 

𝜌ሺ𝒖𝒕 ൅ 𝒖 ⋅ 𝛻𝒖ሻ ൌ െ𝛻𝑝 ൅ 𝛻 ⋅ ሾ𝜂ሺ𝛻𝒖 ൅ 𝛻𝒖்ሻሿ ൅ 𝑆𝐹 ൅ 𝜌𝑔, 
𝛻 ⋅ 𝒖 ൌ 0, 

𝜙௧ ൅ 𝒖 ⋅ 𝛻𝜙 ൌ 𝛻 ⋅ ሺ𝑀ሺ𝜙ሻ𝛻𝜇ሻ, 

Рис. 1. Схематичное 
изображение исследуемой 

области 
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𝜇 ൌ 𝐹ᇱሺ𝜙ሻ െ 𝜖ଶ𝛥𝜙, 
где 𝜌ሺ𝒙, 𝑡ሻ, 𝒖ሺ𝒙, 𝑡ሻ, 𝑝ሺ𝒙, 𝑡ሻ, 𝜂ሺ𝒙, 𝑡ሻ െ плотность, вектор скорости, давление и 
вязкость среды соответственно, 𝑺𝑭ሺ𝜙ሻ െ поверхностное натяжение, 𝒈 െ ускоре-
ние свободного падения, 𝜙ሺ𝒙, 𝑡ሻ െ параметр фазового поля, 
𝑀ሺ𝜙ሻ, 𝜇ሺ𝜙ሻ,𝐹ሺ𝜙ሻ, 𝜖 െ  подвижность, химический потенциал, свободная энергия 
Гельмгольца на единицу объема соответственно, константа, отвечающая за ши-
рину границы раздела фаз.   

В данной работе, подвижность 𝑀ሺ𝜙ሻпринимает константное значение, как 
в работе [5]. Свободная энергия Гельмгольца представлена на рис.2 и принимает 
следующее выражение: 

𝐹ሺ𝜙ሻ ൌ 0.25ሺ𝜙ଶ െ 1ሻଶ. 
Для моделирования влияния поверхностного натяжения на движение жид-

кости используется CSF (continuum surface force) [6]. Данный метод подразуме-
вает, что вместо использования классического условия скачка на давление на 
границе раздела фаз, вводится сингулярная сила, непрерывно действующая в об-
ласти перехода. Такая сила пропорциональная кривизне границе, поэтому в боль-
шинстве литературы [7] и нашей работе используется следующий вид поверх-
ностного натяжения: 

𝑆𝐹 ൌ െ6√2 𝜖𝜎∇ ⋅ ൬
∇𝜙

|∇𝜙|
൰ |∇𝜙|∇𝜙, 

где 𝜎 െ коэффициент поверхностного 
натяжения. 

Для решения уравнения Навье-Стокса 
используется проекционный метод вто-
рого порядка, изложенный в [9,10]. При-
менительно к решению задачи о течении 
несжимаемой вязкой жидкости проекци-
онный метод может трактоваться как рас-
щепление исходной системы уравнений 
по физическим процессами, в котором 
раздельно учитывается конвективный пе-

ренос и действие градиента давления. Одним из шагов алгоритма является решение 
уравнения Пуассона на давление, которое реализовывалось с помощью прямого ре-
шателя Intel MKL PARDISO. Уравнение Кана-Хилларда решалось с помощью яв-
ной конечно-разностной схемой второго порядка.  

Численные эксперименты 

Для верификации численной модели в случае эволюции фазового поля с раз-
личными углами смачивания без гравитационного и скоростного поля выполня-
лась серия вычислительных экспериментов, моделирующая формирование рав-
новесной формы капли из начальной формы с углом смачивания 𝜃௜ ൌ 90° в рав-
новесную форму с углом смачивания 𝜃, лежащей на твердой поверхности. Для 

Рис. 2. Свободная энергия 
Гельмгольца 
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этого случая существует геометрически выведенная формула [11] расчёта ради-
уса кривизны, контакта и высоты капли (рис. 3): 

𝑅௙ ൌ 𝑅଴ට
𝜋

2𝜃 െ 𝑠𝑖𝑛2𝜃
, 

𝑟௙ ൌ 𝑅௙ sin𝜃, 
ℎ௙ ൌ 𝑅௙ሺ1 െ 𝑐𝑜𝑠𝜃ሻ, 

где 𝑅௙ െ радиус кривизны, 𝑅଴ െ начальный радиус капли, 𝑟௙ െ радиус контакта, 
ℎ௙ െ высота капли, 𝜃 െ угол смачивания.  
 

 
Рис.3. Схематическое изображение начальной и равновесной формы капли  

с углом смачивания 𝜃 
 
 
Моделирование выполняется на сетке размером 𝑁௫ ൌ 𝑁௬ ൌ 200 с шагом по 

пространству ℎ௫ ൌ ℎ௬ ൌ 5 ⋅ 10ିହ и шагом по времени Δ𝑡 ൌ 5.52 ⋅ 10ିଵଵ. На рис. 
4 показаны хорошо согласованные с теорией экспериментальные данные. 

В нестационарном случае на рис. 5 показан качественно перенос фазового 
поля под действием силы тяжести в 6 миллиметровой трубке. Перепад давления 
составлял 1 атм. Параметры расчётной сетки: ℎ௫ ൌ ℎ௬ ൌ 1 ⋅ 10ିସ,  𝑁௫ ൌ  60,
𝑁௬ ൌ 100, ∆𝑡 ൌ 1 ⋅ 10ିସ. 

 
Рис. 4 Зависимость параметров капли от угла смачивания 
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Таблица 1 
Параметры среды 

 

 
Рис. 5 Отрыв капли 

 
 
Расчёты проводились на CPU, время расчёта для случая, когда сетка имеет 

следующее разрешение: 𝑁௫ ൌ 𝑁௬ ൌ 200 и ℎ௫ ൌ ℎ௬ ൌ 1 ⋅ 10ିଷ с шагом по вре-
мени Δ𝑡 ൌ 1 ⋅ 10ିସ с одна итерация составляет ൎ44 с. Для повышения произво-
дительности в дальнейшей работе предполагается использовать GPU.  

Заключение 

В работе представлен численный алгоритм для моделирования течений вяз-
кой многофазной жидкости. Используется проекционный метод, в котором необ-
ходимо решать уравнение Пуассона для коррекции давления. Алгоритм вклю-
чает реализацию граничных условий с заданным углом смачивания. Проведена 
серия вычислительных экспериментов, имитирующих перенос двухфазной жид-
кости в поле скоростей и позволяющих сравнить результаты с эксперименталь-
ными [12] и численными данными, представленные в литературе [11,13].  
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Параметр Значение Единица измерения 
𝜌ଵ 1220 кг/мଷ 
𝜌ଶ 1.2 кг/мଷ 
𝜂ଵ 0.116 Н⋅м 
𝜂ଶ 2⋅ 10ିହ Н⋅м 
𝜎 0.063  
𝑀 1  
𝜖 min ሺℎ௫ , ℎ௬ሻ  
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численные эксперименты с использованием оборудования суперкомпьютерного 
центра «Политехнический» на базе СПбПУ при финансовой поддержке РНФ 
грант № 21-71-20003. Постановка задачи проведена В.В. Лисицей.    
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