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Исследуется задача о пробитии преград твердым телом. Вводится функция сопротивле-

ния материала, изменяющаяся в виде одной арки синусоиды. Решается уравнение движения 

твердого тела. Определяется скорость, при которой пробойник достигнет тыльной стороны 

преграды. Рассматриваются другие варианты начальной скорости, при которой тело застре-

вает в преграде или при которой вылетает за ее пределы. Обсуждается вопрос об определении 

силы, характеризующей сопротивление материала, по скорости вылета пробойника из пре-

грады. 
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The authors discuss bursting of barriers by solid bodies. The resistance function changes along 

a single-arc sinusoid. The equation of motion of a solid body is solved. The velocity of the drift 

hammer to reach the back of the barrier is determined. The alternative initial velocities such that the 

solid body is jammed in the barrier or is shot outside the barrier are examined. Determination of the 

barrier resistance force versus the shoot-out velocity of the drift hammer is discussed.  
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Введение 

Отметим, что задачи проникания твердых тел в преграды интересовали мно-

гочисленных исследователей [1-19].  Есть работы, в которых преграда рассмат-

ривалась как абсолютно - упругое тело [6-8], в других работах преграда воспри-

нималась как жестко - пластическая среда [9-11] в работах [12-14] задачи о про-

никании твердых тел решались в упругопластической постановке. В то же время 

при разрушении конструкций должна также учитываться ниспадающая ветвь 

кривой «напряжение – деформация», которая соответствует падению сопротив-

ления материала деформирования с ростом деформаций. В этом направлении ра-

бот не так уж много и связано это прежде всего с тем, что для построения урав-

нений процесса запредельного деформирования необходимы данные, получен-

ные на испытательных машинах жесткого типа, когда в процессе нагружения 

контролируются смещения захватов машины. Поскольку таких испытательных 

машин не так много, поэтому данных также недостаточно. 

Математическая модель 

Обратимся теперь к решению поставленной задачи. Пусть имеется абсо-

лютно твердое тело массой m . Рассмотрим уравнение движения этого тела в 

виде в котором координаты тензоров ,T T   равны 

 

mx F R= −                (1) 

 

где F  - это активная сила, приложенная к телу, R  - сопротивление среды дви-

жению тела в ней. 

Обратим внимание на (1). Возникает вопрос: когда R F= ? Из (1) следует, 

что это возможно в двух случаях: когда 0m =  и когда 0x = . Первый случай со-

ответствует первому закону Ньютона, когда на контакте двух тел сила действия 

равна силе противодействия ( 0m = ). Второй случай соответствует движению 

тела в среде с контролируемым смещением, когда 1 1 20 ,  ,   x x C x C t C= = = +  (

1 2,  C C - постоянные). 
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Представим теперь преграду для рассматриваемого движущегося тела с 

массой m . Пусть эта преграда имеет толщину H . Будем вдавливать в преграду 

данное тело с постоянной скоростью 1 x C=  до полного проникновения. В ре-

зультате этого нагружения на каждом этапе изменения 1 0
 ( =0)

t
x C t x

=
=  измеряем 

прикладываемую силу F  и, следовательно, находим зависимость ( ) ( )R F R x= =

. По вполне понятным причинам она будет иметь вид рис. 1. 

 

Рис. 1. Зависимость сопротивления среды продвижению в ней пробойника  

с массой m  при постоянной скорости внедрения, полученной  

на испытательной машине жесткого типа 

 

 

Аппроксимируем зависимость реактивной силы R  на рис. 1. в виде одной 

арки синусоиды: 

 

sinR A x= ,                               (2) 

 

где параметр   положим равным 
H


: 

 

H


 =                           (3) 

 

Понятно, что величина A  в (2) может зависеть от скорости нагружения (ско-

рости движения) пробойника. Это влияние здесь не учитывается. Величина A  

может зависеть от формы ударника, от физико–механических свойств преграды. 

В данном исследовании будем считать, что для данной формы ударника A  есть 

константа. 

Вернемся к решению задачи. Пусть ударник в результате какого-то воздей-

ствия перед встречей преградой получает некоторую начальную скорость V , при 

этом сила F  в (1) отсутствует. Требуется проинтегрировать уравнения движения 

 

R 

А 
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sin  ,      mx A x
H


 = − =                                        (4) 

 

при начальных условиях 

 

0 0
0 ,    .

t t
x x V

= =
= =                                       (5) 

 

Чтобы решить (4), следует понизить порядок дифференциального уравне-

ния (4) с помощью подстановки [20] 

 

( ).x P x=                           (6) 

 

Тогда 
dP dx

x P P
dx dt

=  =  , где .
dP

P
dx

 =  

С учетом (6) получаем следующее дифференциальное уравнение 

 

sin( ) .mdP P A x dx = −                                          (7) 

 

Интегрируя (7), находим 

 
2

1cos( ) .
2

mP A
x C


= +                                      (8) 

 

Подставляя в (8) начальные условия (5), находим 

 
2

1.
2

mV A
C


= +  

 

Отсюда получаем выражение 

 

 2 2 2 22 4
cos( ) 1 sin

2

A A x
p V x V

m m




 
= + − = −  

 

или  

 

2 24
sin

2

A x
p V x

m




= + − =                                       (9) 

 

(знак " "− соответствует движения в обратном направлении). Из (9) следует, что 

x  обращается в ноль, когда  
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sin
2 4

x m
V

A

 
= .                         (10) 

 

Если x H= , а 
H


 = , то из (10) следует, что скорость при этом должна быть  

 

4
2 .

A AH
V

m m 
= =                                (11) 

 

В случае (11) тело выходит из преграды, но имеет нулевую скорость на вы-

ходе. 

Если 
4A

V
m

 , то есть правая часть (10) остается меньше единицы, то тогда 

существуют вещественные значения x , при которых 
2 2

x 
  или x H   и про-

бойник застревает в преграде. Координата точки, в которой происходит оста-

новка, определяется из (10) следующим образом 

 

2
arcsin .

4

m
x V

A





 
=  

 
                                 (12) 

 

Если V  будет больше величины (11), то это означает, что тело вылетает из 

преграды со скоростью 

 

2 4
.b

A
x V

m
= −                      (13) 

 

Из условия (13) с учетом знания скорости вылета тела находим величину  

 

( )2 2

.
4

b
V x m

A
H

−
=                    (14) 

 

Из формулы (11) вытекают такие выводы: чем больше толщина пробивае-

мого слоя, тем больше требуется создать начальную скорость телу; чем меньше 

масса тела, тем большую скорость надо создать. Чем больше величина ампли-

туды A  на рисунке 1, тем больше должна быть начальная скорость. 

Далее, рассмотрим движение тела в пробиваемой преграде теле на основе 

дальнейшего интегрирования уравнения (9). Имеем следующие три случая инте-

грирования. 
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Первый случай. Пусть начальная скорость тела определяется формулой (14), 

то есть 2 4A
V

m
= . Тогда подкоренное выражение в (9) превращается в 

( )cos / 2V x , где аргумент / 2x  изменяется в пределах от 0 ( 0x = ) до значения 

/ 2 , ( )x H = .  В этом случае  величина косинуса положительная и имеем следу-

ющее дифференциальное уравнение: 
 

cos
2

dx
dt

x
V


=

 
 
 

, 

 

интегралом которого служит выражение 
 

2

2
ln .

4 4

x
tg t C

V

 



 
+ = + 

 
 

 

Подставляя сюда начальные условия (5), находим 2 0C =  и выражение для 

x  в виде: 
 

2
4

,
V

t

x arctg e




 
= −  

 

где V  определяется (11), / H = . График зависимости ( )x x t=  представлен на 

рис. 2. 

Рис. 2. Зависимость ( )x x t=  для первого случая  

(когда пробойник останавливается на границе с нулевой скоростью)  
 
 

Рассмотрим второй случай, когда 
 

2 4
,

A
V

m
            (15) 

t 

А 
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то есть тело пролетает через преграду. Представим дифференциальное уравне-

ние (9) в виде 
 

2 2 2 24 4 4
sin cos

2 2

dx dx
dt

A x A x A
V V

m m m

 

  

= =
 

− + − 
 

 

 

или  
 

2 2

2

4
4

1 cos
4 2

dx
dt

A
A xmV

Am
V

m






=

− +

−

  .                          (16) 

 

Обозначим коэффициент при 2cos
2

x
 как 2p : 

 

2
2 2

2 2

4

,   1 ,
4 4

A
Vmp p

A A
V V

m m



 

= + =
   

− −   
   

 

 

тогда после интегрирования находим выражение 
 

32

2 x 4
F ,    ,

V 2

A
t C

mV



 

 
= + 

 
                           (17) 

 

где ( )
2 2

0

F ,  
1 sin

dy
k

k y



 =
−

  - эллиптический интеграл первого рода [20]. 

Подставляя сюда начальные условия (5), находим 3 0C = . График зависимо-

сти ( )x x t=  определяется из (17) при условии 3 0C = . Он представлен на рис. 3. 

Третий случай, когда 
2 4A

V
m

 , то есть тело застревает в преграде. В этом 

случае вместо уравнения (9) получаем уравнение 
 

2 2

2
2

,

1 sin
2

x
d

dt
x

V q






 
 
  =

−

                            (18) 
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где 

2

2

4
1.

A
q

mV
=                (19) 

 

 

Рис. 3. Зависимость ( )x x t=  для второго случая  

(когда пробойник выходит из тела с ненулевой скоростью) 

 

 

Интегрируя (18), находим аналогичный предыдущему интеграл 

 

4

2 1 1
, ,F t C

V q q




 
= + 

 
                             (20) 

 

где обозначено arcsin sin
2

x
q




 
=  

 
, F  - эллиптический интеграл 1-го рода.  

Подставляя начальные условия (5), находим 4 0C = . (20) определяет зависи-

мость ( )t t x= . Эта зависимость аналогична рис. 2, только остановка происходит 

не на границе тела, а внутри него. 

Заключение 

В работе рассмотрены три случая проникания твердого тела через преграду: 

1) когда тело застревает в преграде; 2) когда оно вылетает из преграды с ненуле-

вой  скоростью; 3) когда скорость в момент вылета равна 0. 

Исследованы законы движения тела в зависимости от времени.  

Показано, как возможно определить сопротивление среды прониканию че-

рез начальную скорость и скорость на вылете тела из преграды. 
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