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Решается задача об определении НДС массива пород вокруг выработки цилиндрической 

формы с заданными на ней векторами напряжений Коши и смещений. Предполагается, что 

материал вокруг выработки находится в упругом состоянии. Вдоль цилиндрической выра-

ботки (свободной от напряжений) производятся измерения трех смещений как функций двух 

координат поверхности (полярного угла и длины вдоль оси симметрии выработки). По данным 

этих измерений определяются на ее границе все компоненты тензоров напряжений и дефор-

маций, все координаты вектора поворота. Показывается как полученную информацию воз-

можно использовать для оценки НДС массива пород, продвигаясь вглубь массива пород. 
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The authors solve the problem on the stresses and strains of rock mass around a cylindrical 

excavation with the preset vectors of the Cauchy stresses and displacements at the boundary. It is 

assumed that the surrounding rock mass is elastic. Along the cylindrical excavation (free of stresses), 

displacements are measured as functions of two surface coordinates (polar angle and length along the 

symmetry axis of the excavation). These measurements are used to determine all components of ten-
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sors of stresses and strains at the boundary, and all coordinates of rotation vector. It is shown how 

this information can be used in the stress–strain analysis of rock mass farther from the excavation.  

 

Keywords: rock mass, underground excavation, cylindrical surface, stresses, strains, dis-

placements, rotation vector 

Введение 

Существует множество работ, которые посвящены оценке напряженно-де-

формированного состояния материалов вокруг отверстий [1-4]. Если говорить о 

горном деле, то здесь уместно под отверстиями понимать выработки различных 

форм и конфигураций. Интересует то, как распределены напряжения, деформа-

ции вокруг выработок, где происходит концентрация напряжений, когда ожи-

дать катастрофических событий типа горных ударов и выбросов [5-8].  

В данной работе рассматривается круговая цилиндрическая выработка ра-

диуса a, на свободной границе которой задаются три смещения как функции ко-

ординат поверхности. Возникает вопрос: возможно ли по этим данным восста-

новить НДС цилиндрической поверхности. Отметим, что задачи подобного вида 

составляют основу экспериментально-аналитического метода исследования, раз-

виваемого в ИГД СО РАН с 70-х годов прошлого столетия [9-13]. 

Основная часть 

Рассматривается выработка цилиндрической формы, имеющая круговое се-

чение (рис. 1). 

 

 

Рис. 1. Выработка в виде кругового цилиндра с заданными  

на границе вектором напряжений Коши и вектором смещений 

 

Уравнение кругового сечения определим как  

 
2 2 2x y R+ =  или r R= , 

 

где , ,r z  – цилиндрические координаты. Пусть на контуре этой выработки в 

какой-то момент времени t определены все три смещения как функции коорди-

нат поверхности: 
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 ( , ), ( , ), ( , )r zu z u z u z     = = = . (1) 

 

Отметим, что здесь никаких предположений о плоском деформированном 

состоянии массива пород вокруг выработки не делается. Возникает задача опре-

деления НДС массива пород как на самом контуре выработки, так и вблизи него. 

Для решения поставленной задачи имеем тензоры напряжений T , дефор-

маций T , записанные в виде  
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соотношения Коши, связывающие деформации (2) со смещениями , ,r zu u u  в 

виде [14]: 
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Кроме соотношений (3) имеем зависимости для определения компонент 

вектора поворота [14]: 
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Задача состоит в том, чтобы по известным функциям (1) определить тензоры 

T  и T  в (2) и, кроме того, найти (4). Для решения задачи будем предполагать, 

что материал как на самом контуре выработки, так и в соседних с ним областях 

находится в упругом состоянии, т.е. выполняется закон Гука: 



161 

 

 (1 ) ( ) ,
(1 )(1 2 )

...,

...,

, , ,
1 1 1

r r z

z

r r z z rz rz

E

E E E





   

     
 





     
  


= − + + + −


=


=


= = =

+ + +

 (5) 

 

где E,   – модуль Юнга и коэффициент Пуассона соответственно.  

Запишем уравнения равновесия среды на контуре выработки: 
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Здесь ( cos , sin ,0)n  = − −  – вектор внешней нормали к цилиндрической по-

верхности выработки, , ,r zp p p – компоненты вектора напряжений Коши. Будем 

считать, что контур выработки свободен от напряжений. Это означает, что 
 

 0r zp p p= = = . (7) 
 

Приведем решение поставленной задачи. Из (3) для деформации   полу-

чаем выражение 
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где ,   – заданные функции (1). Таким же образом из (3) находим  
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Чтобы найти r  и деформацию r  воспользуемся уравнениями равновесия 

(6), (7), законом Гука (5), который при подстановке в (6), (7) дает следующие два 

уравнения:  
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В этой системе уравнений неизвестными являются величины r , r . Из нее 

находим 
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Далее, из третьего уравнения равновесия (6) и при условиях (7) и законе 

Гука (5) следует, что 
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Отсюда с применением соотношений Коши (3) получаем зависимость 
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а из найденного выражения для r  (11) устанавливаем 
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Выражения (12), (13) составляют систему уравнений для отыскания неиз-

вестных величин /zu r  , /u r  . Из (13) следует, что 
 

 
1 ( , ) ( , )

2 r

r R

u z z

r R z R




   


=

 
= − +

 
. (14) 

 

Из (12) при условии (14) устанавливаем 
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Рассматривая (4), видим, что все величины здесь находятся: 
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Таким образом задача восстановления всех деформаций и всех компонент 

вектора поворота решается до конца. Чтобы найти компоненты тензора T  ис-

пользуется закон Гука (5). 
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Выводы 

В работе определены все компоненты тензоров деформации и напряжений 

на контуре цилиндрической выработки по заданным на ее границе векторам 

напряжений Коши и смещений. Кроме этого находятся также все компоненты 

вектора поворота.  
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