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Разработана и методом конечных элементов реализована трехмерная геомеханическая 

модель типичной конфигурации подземного пространства при реализации камерно-столбовой 

системы отработки пластовых месторождений. Сформулирована и исследована на разреши-

мость обратная задача определения величины и ориентации горизонтальных компонент внеш-

него поля напряжений и деформационных характеристик конструктивных элементов техно-

логии выемки по данным измерения конвергенции стенок очистных камер по мере развития 

горных работ. Проанализированы линии уровня различных целевых функций и показана раз-

решимость сформулированной смешанной обратной задачи, установлена зависимость разме-

ров области эквивалентности от относительной погрешности во входных данных. 
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different objective functions are analyzed, the mixed inverse problem resolvability is demonstrated, 

and the equivalence domain size is correlated with the relative error of input data. 
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Введение 

Проектирование шахт и рудников, обоснование технологий разработки ме-

сторождений твердых полезных ископаемых [1,2] трудно представить без ком-

плекса геомеханических исследований, важная составная часть которых — 

оценка напряженно-деформированного состояния массива горных пород в усло-

виях естественного залегания [3-5]. Вертикальную составляющую поля напря-

жений, принято считать за вес вышележащих пород v (y) = gy ( - средняя плот-

ность пород, g - ускорение свободного падения, y - глубина). Для оценки гори-

зонтальных компонент поля напряжений существуют различные подходы 

например, физическое моделирование [6]; сейсмоакустический мониторинг [7]; 

натурный эксперимент, при котором в поле напряжений вносится возмущение и 

по отклику горного массива определяются искомые напряжения [2,8-10]. Эти ме-

тоды, как правило, являются трудоемкими и дорогостоящими [2,11]. 

При разработке месторождений камерно-столбовым способом возникают 

вопросы определения свойств оставленных целиков [12] для прогноза их устой-

чивости [13]. Особенно это важно для рудников, где осуществляется повторная 

выемка руды [14, 15]. Решение таких вопросов, например, путем отбора и испы-

тания образцов [16, 17], осложняются наличием в оставленных целиках трещин 

и неоднородностей. 

 В данной статье предложен метод определения двух горизонтальных ком-

понент природного поля напряжения, а так же упругих характеристик (модулей 

Юнга, коэффициентов Пуассона) оставленных целиков при камерно-столбовой 

системе отработки месторождений. Как известно, изменение конфигурации под-

земного пространства при отработке месторождения вызывает вариацию полей 

напряжений и деформаций. Идея метода заключается в использовании уже гото-

вых выработок для замера смещений их контуров при выемки запасов из рядом 

стоящих камер.  

Постановка прямой задачи 

Рассмотрим фрагмент типичной конфигурации подземного пространства, 

возникающего при реализации камерно-столбовой системы отработки пласто-

вого месторождения неглубокого субгоризонтального залегания с оставлением 

ленточных целиков, характерной для калийных рудников [18]. На рис. 1а пока-

зано вертикальное сечение исследуемого объекта, на рис. 1б – горизонтальное 

сечение ( 20y м= − ). 
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Рис. 1. Дискретизации расчетной области на конечные элементы  

и граничные условия 

 

 

Исследуемый участок располагается на глубине 300H м= . Размер исследу-

емой области 45xL м= , 45zL м= , 35yL м= . В пласте мощностью 5 м пройдена 

выработка 1. Выработка 2 отрабатывается пошагово, с шагом 5 м. Направление 

отработки показано стрелкой на рис. 1б. После каждого шага регистрируются 

вертикальные и горизонтальные смещения контура выработки 1. Контрольные 

точки для измерения вертикальных yU  и горизонтальных xU  смещений контура 

расположены вдоль первой выработки по оси z с промежутком 1 м (рис. 2). 

Между выработками располагается предохранительный целик. Геометрические 

размеры выработок и целика в вертикальном сечении – 5*5 м. Физические свой-

ства (плотность ρ, модуль юнга Е и коэффициент Пуассона ν) слагающих массив 

пород приведены в табл. 1 [19, 20]. Расчетная область располагается под дей-

ствием вертикального v  и двух горизонтальных ,x z   сжимающих напряже-

ний. Вертикальное напряжение соответствует весу вышележащих пород, а гори-

зонтальное характеризуется коэффициентами бокового отпора ,x zq q . 

 

Таблица 1 

Физические свойства пород 

Порода  , кг/м3 E , ГПа   

Вмещающая среда 2500 2 0.3 

Пласт 2400 1.7 0.3 
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Рис. 2. Места измерения горизонтальных  

и вертикальных смещений вдоль первой выработки 

 

 

Для описания деформирования породного массива воспользуемся системой 

уравнений линейной теории упругости, включающей уравнения равновесия(1), 

закон Гука (2) и соотношений Коши для малых деформаций (3) 

 

, 0ij j izg  + = ,                                                      (1) 

2ij ij ij  = + ,                                                    (2) 

, ,0.5( )ij i j j iu u = + ,                                                  (3) 

 

где ij  и ij  – компоненты тензоров напряжений и деформаций (i, j =  x,y,z), iu  – 

смещения,  – плотность пород, g – ускорение свободного падения, ij  – символ 

Кронекера, λ и μ  параметры Ламе. 

На границе расчетной области сформулируем следующие условия: 

 

( , , )xx x x vL y z q = ,                                                     (4) 

( ,0, ) ( )v x z g H y = +                                                 (5) 

( , , )zz z z vx y L q = ,                                                      (6) 

(0, , ) 0xu y z = ,                                                               (7) 

( , , ) 0y yu x L z− = ,                                                          (8) 

( , ,0) 0zu x y = .                                                              (9) 

 

Предположим, что выработки ориентированы по направлению главных сжима-

ющих напряжений, касательные напряжения на границе расчетной области 

равны нулю: 

 

0xy xz yz  = = = .                                                    (10) 
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Контуры выработок свободны от напряжений. Коэффициенты бокового отпора 

в расчетах были равны: 0.5, 0.8x zq q= = . 

Расчеты осуществлялись с использованием оригинального кода, реализую-

щего 3D метод конечных элементов для структурно-неоднородных сред с нару-

шениями сплошности. В расчетной области генерировалась сетка четырехуголь-

ных элементов с линейными размерами 1 м, содержащая 35∙103 узлов. 

На рис.3 приведены горизонтальные и вертикальные смещения контура пер-

вой выработки при пошаговой отработке второй выработки. Можно отметить, 

что по мере развития горных работ наблюдается последовательное увеличение 

деформации рядом стоящей выработки 

 

 

Рис. 3. Места измерения горизонтальных  

и вертикальных смещений вдоль первой выработки 

 

 

На рис.4 приведена эволюция горизонтальной компоненты поля напряже-

ний по мере отработки второй выработки. Отметим постепенное сгущение изо-

линий и повышение напряжений в зоне целика между выработками. 

 

 

Рис. 4. Изолинии горизонтальной компоненты поля напряжений zz  
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Обратная задача 

Сформулируем обратную задачу [21,22] и исследуем ее на разрешимость: 

определить два коэффициента бокового отпора ,x zq q  и упругие характеристики 

(модуль Юнга Е, коэффициент Пуассона ) целика расположенного между двумя 

выработками по приращениям смещений, замеренным на контуре камеры 1 

(рис. 1). Введем два функционала ,x y  , минимум которых даст решение за-

дачи. Использование независимых двух целевых функционалов обеспечивает с 

одной стороны дополнительный контроль решения задача, а с другой делает ме-

тод более гибким и менее зависимым от шахтных условий и возможностей обо-

рудования. 

 
2

( , , , , ) ( )real
x x n xx zz x n

i n

U z E U z    =  −
                          (11) 

2
( , , , , ) ( )real

y y n xx zz y n

i n

U z E U z    =  −
                          (12) 

 

где i соответствует номеру шага при образовании второй выработки (i=1,2,3), n 

– количество точек вдоль измерительной выработки, nz - координата вдоль оси z, 

задающая местоположение пунктов измерений смещений контура выработки. 

( , , , , )x n xx zzU z E     и ( , , , , )y n xx zzU z E     - расчетные значения дивергенции 

боковых стенок и кровли и почвы в измерительной выработке. ( )real
x nU z , 

( )real
y nU z  - результаты натурных измерений. При численном моделировании в 

качестве последних использовались синтетические данные:  

 
* * * *

* * * *

( ) (1 ) ( , , , , ),

( ) (1 ) ( , , , , )

real
x n x n xx zz

real
y n y n xx zz

U z U z E

U z U z E

   

   

 = + 

 = + 
                              (13) 

 

где * * * *, , ,xx zzE     – искомые значения параметров (точное решение),   – рав-

номерно распределенная на отрезке  ;err errA A−  случайная величина, имитиру-

ющая мультипликативный шум. Амплитуда случайной ошибки errA  варьирова-

лась в пределах от 10% до 30%.   

На рис. 5 представлены изолинии целевой функции x  и y  для с уровнем 

ошибок во входных данных 20-30% в сечении * *,x x z zq q q q= =  

( * *,xx xx zz zz   = = ). Видно, что целевая функция унимодальна и имеет один 

минимум. Серым кружком отмечено точное решение. Белая область – область 

минимума целевой функции. Как видно не всегда область минимума функции 

совпадает с точным решением, но ее размер и положение около точного решения 
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говорит о целесообразности использования этой целевой функции для нахожде-

ния искомых параметров ,E  . Так при уровне ошибки во входных данных 30% 

(рис.5б) можно найти Е и   с точностью 10%. Целевая функция y   (рис. 5в) 

имеет ярко выраженную овражью структуру, она не позволяет отыскать коэффи-

циент Пуассона, но Модуль Юнга целика находится так же с точностью 10%. 

 

 

Рис. 5. Изолинии целевых функций:  

а) x  с амплитудой ошибки 20%, б) x  с амплитудой ошибки 30%, в) y  с ам-

плитудой ошибки 30% 

 

 

На рис. 6 представлены изолинии целевой функции x  и y  для с уровнем 

ошибок во входных данных 10-30% в сечении * *,E E  = = . Серый кружок – 

точное решение, белая область – область минимумам целевой функции. Видно, 

что целевая функция x  (рис. 6а,б) имеет один минимум, но он растянут, так что 

нет возможности отыскать параметр zq , однако, xq  находится достаточно точно 

(отклонение 10% от точного решения), даже при большой ошибке в 30%. Целе-

вая функция y  (рис. 6в) не подходит для определения параметров ,x zq q даже 

при относительно небольшом уровне ошибки во входных данных. 

Видно, что целевая функция унимодальна и имеет один минимум. Серым 

кружком отмечено точное решение. Белая область – область минимума целевой 

функции. Как видно не всегда область минимума функции совпадает с точным 

решением, но ее размер и положение около точного решения говорит о целесо-

образности использования этой целевой функции для нахождения искомых па-

раметров ,E  . Так при уровне ошибки во входных данных 30% (рис.5б) можно 

найти Е и   с точностью 10%. Целевая функция y   (рис. 5в) имеет ярко выра-

женную овражью структуру, она не позволяет отыскать коэффициент Пуассона, 

но Модуль Юнга целика находится так же с точностью 10%. 
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Рис. 6. Изолинии целевых функций:  

а) x  с амплитудой ошибки 20%, б) x  с амплитудой ошибки 30%, в) y  с ам-

плитудой ошибки 10% 

 

Заключение 

Сформулирована обратная зада для поиска двух горизонтальных компонент 

поля сжатия и упругих характеристик целика, проанализированы структуры це-

левых функций. Выявлена наиболее предпочтительная функция x , которая 

позволяет находить модуль Юнга и коэффициент Пуассона целика, одну из ком-

понент внешнего поля сжатия xx  с точностью 10% (при уровне ошибки во вход-

ных данных не более 30%). Для реализации данного подхода необходимо реги-

стрировать относительные горизонтальные смещения контура имеющейся выра-

ботки при проведении очистных работ в рядом стоящей выработке. Таким обра-

зом мониторинг может осуществляться в процессе ведения горных работ мето-

дами подземной геодезии. 

 

Работа выполнена в рамках государственного задания Министерства 

науки и высшего образования Российской Федерации (тема № АААА-А17-

117121140065-7). 
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