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В данной статье представлен численный алгоритм моделирования низкочастотной 

нагрузки пороупругих материалов, заполненных жидкостью, и оценки эффективных частотно-

зависимых соотношений деформаций и напряжений для таких сред. Алгоритм решает уравне-

ние Био в квазистатическом состоянии в частотном пространстве. В результате для каждой вре-

менной частоты приходится решать систему линейных алгебраических уравнений. Мы исполь-

зуем прямой решатель, основанный на разложении $ LU $, чтобы разрешить SLAE. Предложен-

ный алгоритм позволяет проводить оценку тензора жесткости в широком диапазоне частот.  
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poroelastic materials and estimate the effective frequency-dependent strain-stress relations for such 

media. The algorithm solves Biot equation in quasi-static state in the frequency space. As a result a 

system of linear algebraic equations have to be solved for each temporal frequency. We use the direct 

solver, based on the $LU$ decomposition to resolve the SLAE. According to the presented numerical 

examples the suggested algorithm allows reconstructing the stiffness tensor within a wide Frequency 

range. 
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Интенсивное развитие технологий захоронения 𝐶𝑂2 [13], [7], разработки гео-

термальной энергии [19], [11] ставит перед методами сейсмического мониторинга 

сложные задачи - оценку мобильности флюидов и транспортных характеристик 
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коллектора. Скорости сейсмических волн на низких частотах практически нечув-

ствительны к изменениям в структуре коллектора, вызванных  замещением флюи-

дом, частичного химического растворения карбонатной матрицы породы и прочее. 

Однако частотно-зависимые эффекты могут быть зарегистрированы и потенциально 

интерпретированы. В частности, изменения в составе флюида или геометрии поро-

вого пространства значительно влияют на потоки флюида, индуцированные волнами 

(WIFF). Эти потоки возникают из-за локальных градиентов давления при распро-

странении сейсмических волн в трещиновато-пористых средах [15], [17]. Обычно 

рассматриваются WIFF из трещин во вмещающую среду (FB-WIFF) и перетоки 

между трещинами (FF-WIFF). FB-WIFF появляются, если распространяется низко-

частотная волна. В этом случае период волны достаточно велик для образования по-

тока даже в средах с довольно низкой проницаемостью. Интенсивность FB-WIFF 

определяется контрастом сжимаемости между вмещающей породой и материалом, 

заполняющим трещины [9], [17]. Распространение высокочастотных сигналов вызы-

вает FF-WIFF, определяемую свойствами материала, заполняющего трещины, а 

также локальной связностью трещин [17], [9], [6]. К сожалению, теоретические ис-

следования этого эффекта включают рассмотрение относительно простых моделей 

среды. Причем связность трещин учитывается только для пар разнонаправленных 

трещин [9]. Численное исследование явления также ограничено такими критериями 

связности трещин [17], [9], за исключением исследования [8], в котором авторы при-

меняют статистическое моделирование сети трещин и оценивают полученную связ-

ность трещин. Одной из причин этого является отсутствие эффективного численного 

алгоритма для моделирования распространения сейсмических волн в пороупругих 

средах или для решения уравнения Био в квазистатическом состоянии. 

Постановка задачи 

Уравнение Био в квазистатической простановке. 

Рассмотрим квазистатические уравнения Био, описывающие процессы диф-

фузии в пороупругих средах, заполненных жидкостью, в низкочастотных режи-

мах [2], [1]. Мы имеем дело с декартовыми координатами и ограничиваемся рас-

смотрением двухмерного случая, поэтому уравнения можно записать следую-

щим образом: 
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где ( , )T

x zu u u=  – вектор смещений точек матрицы, ( , )T

x zw w w=  - вектор относи-

тельных смещений жидкости относительно матрица, u  – коэффициент Ламе 

неосушенной породы,  – модуль сдвига,   – параметр Био-Уиллиса,   – дина-

мическая вязкость жидкости,  – абсолютная проницаемость породы,  – вре-

менная частота. Значения параметров u ,  , M  и   обычно оцениваются по объ-

емным модулям осушенной породы dK , флюида 
fK  и твердой матрицы sK  [12]: 
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Эффективная вязкоупругая среда 

Для построения эффективных макроскопических частотно-зависимых упру-

гих моделей необходимо потребовать, чтобы для любых напряжений, приложен-

ных к единице объема, средние деформации в эффективной вязкоупругой и ис-

ходной пороупругих моделях совпадали. Квазистатическое приближение вязко-

упругой среды имеет вид: 
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где ( , )T

x zv v v= – вектор смещения, а тензор C – частотно-зависимый тензор жест-

кости. Уравнение определено в прямоугольной области 1 2 1 2[ , ] [ , ]x x z zD L L L L=  .  В ка-

честве граничных условий используются условия вида 0n  =  на границе .D  В 

этих обозначениях n  – внешняя нормаль, а   - тензор напряжений. 

Рассмотрим три базовых нагрузки: 

1) Сжатие по направлению X: 
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Решение задачи (2),(3) может быть построить аналитически, в случае посто-

янных коэффициентов: ( , )xx xx z = , ( , ) 0,zz x z =  ( , ) 0xz x z = . Таким образом, ком-

поненты тензора деформаций можно представить в виде 

 

11 13 15, , ,xx x zz x xz xS S S     = = =                                      (4) 

 

где 
ijS  – компоненты тензора податливости (обратные к тензору жесткости). 

Если начальные нагрузки известны и деформации вычислены, можно решить 

уравнения относительно компонентов тензора податливости.  

2) Сжатие по направлению Z: 
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Решая задачу (2), (5) получаем: 

13 33 35, , ,xx z zz z xz zS S S     = = = (6) 

Таким образом, можно восстановить второй столбец тензора податливости. 

3) Касательные напряжения: 

4)  
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3.  
Решая задачу (2), (7), получаем: 

 

15 35 55, , ,xx zz xzS S S     = = =                                      (8) 

 

Таким образом, можно восстановить третий столбец тензора податливости. 

Чтобы построить эффективную модель анизотропной вязкоупругой среды, 

необходимо решить три краевые задачи для системы (1) с граничными услови-

ями (3), (5), и (7) соответственно. По решению каждой задачи нужно построить 

компоненты тензора деформаций, после чего решить системы уравнений (4), (6) 

и (8) относительно компонент тензора податливости. Однако, чтобы получить 
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уникальное решение системы (1), нам нужно добавить дополнительные гранич-

ные условия отсутствия потока на всех границах: 

 
| 0Dw n  =  

 

Для упрощения интерпретации результатов удобно рассматривать скорость 

и затухание сейсмических волн в эффективных вязкоупругих средах [4], [21], 

[23], а не компоненты тензора жесткости. Для этого необходимо разрешить дис-

персионное соотношение для вязкоупругого волнового уравнения. Однако полу-

ченная модель является анизотропной, где скорость и затухание зависят от 

направления распространения. Поэтому мы ограничимся рассмотрением част-

ных случаев, то есть скорость и затухание квазипродольной или qP-волны, рас-

пространяющейся в направлениях x и z, и квазипоперечной или qS-волны, рас-

пространяющейся в направлении x. В двумерных ортотропных средах скорости 

qS-волны в направлениях x и z совпадают. Для оценки скоростей и факторов ка-

чества воспользуемся формулами [3], [21]: 
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Наиболее трудоемкой частью предлагаемого подхода к осреднению явля-

ется численное решение уравнения (1), которое описано ниже. 

Конечно-разностная аппроксимация 

Для аппроксимации уравнения (1) внутри области 1 2 1 2[ , ] [ , ]x x z zD L L L L=   мы 

предлагаем использовать равномерную прямоугольную сетку с шагами xh и zh . 

Предположим, что границы области имеют полуцелые координаты; кроме того, 
1

1/2xL x= , 2

1/2xx NL x −= , 1

1/2zL z= , 2

1/2zz NL z −= , где xN  и xN  – номера узлов сетки в соответ-

ствующем пространственном направлении. Схема расчетной области и сетки 

представлена на рис. 1. 

Мы определяем сеточные функции на сдвинутых сетках по правилу: 

, 1/2 1/2( ) ( , )x i j x i ju u x z+ +=
, , 1/2 1/2( ) ( , )x i j x i jw w x z+ +=

, 1/2, 1/2( ) ( , )i j i jz zu u x z+ +=
, 

1/2, 1/2( ) ( , ).z zi j i jw w x z+ +=  Таким образом, первое и третье уравнения из (1) аппрокси-

мируются в точках 1/2( , )i jx z + , а второе и четвертое - в точках 1/2( , )i jx z+ . Все коэф-

фициенты хранятся в полуцелых точках, предполагая, что они постоянны в 

ячейке сетки. Чтобы сохранить второй порядок сходимости, необходимо вычис-

лить модуль сдвига в целочисленных точках по правилу [22], [14], [10], [20]: 
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Рис.1 Эскиз расчетной области и сетки. 

 

 

Ячейка сетки и положения компонентов решения показаны на рис. 2. 

 

 

Рис.2 Ячейка сетки и положение компонент решения. 

 

 

Для аппроксимации уравнения (1) используются конечно-разностная схема 

второго порядка, так что пространственные производные аппроксимируются 

следующими операторами: 
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где f - любая достаточно гладкая функция, а индексы I и J могут быть целыми 

или полуцелыми. 

Конечно-разностная аппроксимация уравнения (1) определяет систему ли-

нейных алгебраических уравнений (СЛАУ) 0A x b= размером 

2( 1) 2( 1)x z z xN N N N N= − + − , свойства которых являются предметом исследования. 
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Решение СЛАУ 

Свойства построенной системы линейных уравнений следует исследовать 

для двух разных случаев. Первый – ненулевая частота, второй – 0 = ; т.е. стати-

ческая нагрузка. 

Если частота больше нуля; т.е. 0  , матрица комплексная, несимметрич-

ная. Более того, из-за использования граничных условий Неймана (3), или (5), 

или (7) матрица вырождена. Ядро дифференциального оператора (1), (3) состоит 

из трех векторов: 
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В результате ядро конечно-разностного оператора содержит сеточные функции 

соответствующие приведенным выше. 

Если частота равна нулю, правые части третьего и четвертого уравнений в 

(1) становятся тривиальными. Таким образом, можно ввести новую переменную  
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и упростить сиcтему (1)  
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где присутствуют только три независимые переменные. Таким образом, ранг 

матрицы системы линейных уравнений составляет 3/ 4N . 

Решение системы линейных уравнений с сингулярной несимметричной 

комплексной матрицей является сложной задачей для итерационных методов 

[18]. На сходимость итерационных решателей сильно влияет выбор предобуслав-

ливателя, который не является основной темой данного исследования. Кроме 

того, мы имеем дело с двумерными задачами, поэтому прямые методы могут 
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быть эффективно применены для решения СЛАУ. В частности, мы используем 

разреженный прямой решатель Intel MKL PARDISO, который очень эффективно 

оптимизирован для архитектур Intel. 

Численные эксперименты 

Сначала мы проверили алгоритм на однородной модели пороупругой среды 

со следующими параметрами: 

 

μ =  5.7 ⋅ 109 Pa, α =  0.87, η =  3 ⋅ 10− 3Pa ⋅ 𝑠, κ = 10−12m2, λ0 = 6.09 ⋅

109 Pa, M = 6.72 ⋅ 109 Pa, ρ = 2650
kg

m3
, ρ = 1040 kg/m3, T = 1.5 и φ =  0.3.  

 

Последние четыре параметра - это плотность породы, плотность жидкости, 

извилистость и пористость соответственно. Они не используются в квазистати-

ческой модели, но нужны для оценки скорости распространения и затухания 

волны в динамическом состоянии. 

Для моделирования квазистатического нагружения пористого материала, 

заполненного жидкостью, мы рассмотрели квадратную область размером 1 м и с 

дискретизацией ℎ𝑥 =  hz = 0.002 m. Таким образом, размер задачи составил 

𝑁𝑥 =  𝑁𝑧 = 500 узлов. Мы выбрали пять частот 0, 0,1, 1, 10, 100, 1000 Гц, вычис-

лили тензоры жесткости, а затем оценили скорость и затухание быстрой P-

волны, как показано на рисунке 3. Изначально модель была однородной и изо-

тропной, поэтому скорость не зависела от направления распространения. Един-

ственным физическим фактором, вызывающим затухание в однородных поро-

упругих средах, является течение Био на высоких частотах. Однако его нельзя 

разрешить в квазистатическом состоянии. Таким образом, затухание численного 

решения равно нулю для всего диапазона частот. Скорость численного решения 

занижена, но разница составляет около 0,1 м/с; т.е. относительная погрешность 

составляет 3.5 ⋅  10−5, что является приемлемым уровнем. 

 

 

Рис.3 Сравнение численных оценок (красный) с аналитическим решением  

(синий). На левом рисунке представлена фазовая скорость,  

на правом рисунке –затухание 𝑄−1. 
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Трещиноватая среда 

Чтобы проиллюстрировать применимость представленного подхода к 

оценке дисперсии и диссипации сейсмических волн, распространяющихся в не-

однородных пороупругих средах, мы рассмотрели трещиновато-пористую 

среду. Мы использовали те же модели, что описаны в [16]. Мы рассмотрели два 

ортогональных набора трещин. Длина трещины в обоих наборах была зафикси-

рована на уровне 50 мм, а толщина - 2 мм. Мы создали несколько типов моделей 

трещин в зависимости от средней длины перколяции, используя метод имитаци-

онного отжига. Примеры моделей представлены на рисунке [4]. После этого мы 

заполнили модель свойствами материала. Вмещающая порода была слабопрони-

цаемой, тогда как материал заполнения трещины был относительно гидравличе-

ски мягким, чтобы поддерживать поток жидкости. Описание модели представ-

лено в таблице 1. Наличие неоднородности проницаемости в модели при распро-

странении сейсмических возникают локальные перетоки флюида или перетоки, 

обусловленные распространением волн (от английского Wave-induced fluid 

flows) [15], [5], что в свою очередь приводит к диссипации сейсмической энер-

гии. 

 

 

Таблица 1  

Свойства материалов. 

Параметр Скелет Жидкость 

Динамическая вязкость жидкости, Па 0.001 0.001 

Проницаемость k0, м2 10^-15  5.5*10^-13 

Плотность, кг / м3 2458 2458 

Коэффициент Ламе 7.159*10^9 2.40*10^10 

Модуль сдвига, Па 3.0969*10^10 1.14*10^10 

Константа Био и Уиллиса 0.2962 0.6078 

Коэффициент накопления жидкости M, Па 2.01*10^10 9.48*10^10 

 

 

Мы использовали предложенный алгоритм для оценки частотно-зависимых 

тензоров жесткости для всех шести типов моделей в частотном диапазоне ν ∈
[0, . . . , 1000] Гц. Кроме того, мы непосредственно моделировали распростране-

ние волн в трещиновато-пористых средах, заполненных жидкостью, используя 

подход, описанный в [16]. Распространение волны моделировалось для импульса 

Риккера с центральной частотой 1000 Гц. На рисунках [5] и [6] мы приводим 

оценки скорости и затухания, полученные двумя методами, соответственно. По-

лученные оценки скоростей занижены, тогда как затухание хорошо согласуется. 

В целом полученные результаты показывают, что увеличение длины перколяции 

трещиноватой системы вызывает увеличение затухания из-за FB-WIFF.  
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Рис. 4. Модели трещинных сред с различной длиной перколяции  

(увеличивающейся сверху вниз). 

 

 

 

 

Рис. 5. Скорости волны qP для моделей с разной перколяцией.  

Линии представляют квазистатические оценки, маркеры используются  

для оценок при моделировании распространения волн. 
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Рис. 6. Затухание волны qP для моделей с разной перколяцией.  

Линии представляют квазистатические оценки, маркеры используются  

для оценок при моделировании распространения волн. 

 

Оценки производительности 

Во всех описанных примерах использовалась сетка с 500 узлами в обоих 

пространственных направлениях. Мы вычислили эффективные тензоры жестко-

сти для набора из 22 частот от 0 до 1000 Гц. Разовый запуск алгоритма (одна 

модель, одна частота) включает следующие шаги: 

1. Построение матрицы A и правых частей b; 

2. PARDISO. Перестановка строк-столбцов матрицы. Это предварительный 

шаг для уменьшения объема памяти и времени, необходимого для факторизации 

матрицы системы. 

3. PARDISO. Факторизация или LU разложение матрицы A. 

4. PARDISO. Решение системы.  

5. Постобработка: проверка относительной невязки  

(| b − Ax | / | b | ≤ 10−12), а затем построение тензора жесткости C. 

Следует отметить, что при изменении частоты необходимо корректировать 

только главную диагональ матрицы A. Таким образом, шаг (1) может быть выпол-

нен для нулевой частоты, при следующих циклах алгоритма (при изменении ча-

стоты) меняются только диагональные элементы. Шаг переупорядочения (2) зави-

сит только от позиции ненулевых элементов A и может быть выполнен только один 

раз, но применяется ко всем ω. В результате весь алгоритм (шаги 1-5) применяется 

только к первой частоте в необработанном виде, тогда как сокращенная версия ал-

горитма (шаги 3-5) может применяться ко всем остальным частотам. 

В наших расчетах использовался Intel (R) Xeon (R) CPU E5-2690 v2 @ 3,00 ГГц 

с 20 ядрами. Время расчета для одной модели и всех 22 частот составляет ≈ 140s.  
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Профилирование времени 22 прогонов: 

1. Аппроксимация задачи: ≈ 3s.  
2. PARDISO подготовительный шаг («реордеринг»): ≈ 4s.  
3. PARDISO шаг факторизации. 22 × ( ≈  3 − 4 с. )  
4. PARDISO шаг решения. 22 × ( ≈  0.8 с. ) 

5. Постобработка: 22 × ( ≈  0.4 с. ) 

Для решения задачи размером 5002 потребовалось около 8 Гб оперативной 

памяти, то есть задачи такого размера можно решать на персональном компью-

тере или использовать GP-GPU для повышения производительности. 

Заключение 

Мы представили численный алгоритм для моделирования низкочастотного 

нагружения пороупругих материалов, заполненных жидкостью, и оценки эффек-

тивных частотно-зависимых соотношений деформаций и напряжений для таких 

сред. Алгоритм включает в себя решение уравнения Био в квазистатической по-

становке. Задача параболическая, поэтому ее удобно решать в частотной обла-

сти. В результате система линейных алгебраических уравнений должна быть ре-

шена для каждой временной частоты. Мы используем прямой решатель, осно-

ванный на LU разложении. Предложенный алгоритм позволяет восстановить 

тензор жесткости в широком диапазоне частот [0, ..., 1000] Гц.  

 

Исследование выполнено при поддержке Российского фонда фундамен-

тальных исследований № 20-45-540004. Моделирование проводилось с использо-

ванием вычислительных ресурсов Сибирского суперкомпьютерного центра  

СО РАН. 
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