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Дискутируется вопрос обработки ГНСС-измерений, выполняемых для включения но-
вого пункта в «жесткую» сеть. Сравниваются два варианта такого включения: «лучевой»  
и «сетевой». В качестве объекта, на котором проводился вычислительный эксперимент, тести-
рующий теорию данного вопроса, выступал фрагмент спутниковой сети ПДБС НСО, включа-
ющий в себя пять опорных пунктов основной сети и один – определяемый. Обработка изме-
рений была выполнена в электронной вычислительной таблице Excel с использованием алго-
ритма синтезированного варианта параметрической версии МНК-оптимизации простран-
ственных данных. Полученные в результате обработки координаты определяемого пункта 
сети и их средние квадратические ошибки оказались идентичными для обоих вариантов, что 
и следует из теории МНК-оптимизации результатов измерений с учетом погрешностей коор-
динат опорных пунктов. 
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The issue of processing GNSS measurements performed to add a new item into a "hard" net-
work is discussed. Two variants of this add: «beam» and «network» are compared. A fragment of the 
satellite network, which includes five "hard" points of the main network and one defined, acted as the 
object on which the computational experiment was carried out, testing the theory of this question. 
The processing of observational materials is implemented in to Excel electronic computational table 
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using an algorithm synthesized version of the parametric version of LS-optimization of spatial data. 
The «insert» coordinates obtained as a result of this processing and their average square errors were 
identical for both variants, which is what follows from the theory of LS-optimization of measurement 
results taking into account of the errors of the coordinates of «hard» points. 
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Введение 
 
В настоящее время государственные геодезические, опорные маркшейдер-

ские, опорные межевые и другие сети создаются с помощью глобальных навига-
ционных спутниковых систем (ГНСС). Такие сети обеспечивают высокую точ-
ность нахождения приращений пространственных геоцентрических координат 
ΔX, ΔY, ΔZ, сопровождаемых соответствующими ковариационными матрицами 
KΔ. По этим данным на следующих этапах вычисляются сами геоцентрические 
координаты X, Y, Z пунктов сети. 

Спутниковые геодезические сети, также как и классические сети, строятся 
по принципу «от общего к частному», который предусматривает развитие сетей 
в строгой иерархии в зависимости от своей точности. В соответствии с [1, 2] 
структура государственной геодезической сети (ГГС) представлена пунктами 
фундаментальной астрономо-геодезической сети (ФАГС), высокоточной геоде-
зической сети (ВГС), спутниковой геодезической сети 1 класса (СГС-1).  
В структуру ГГС также входят ранее созданные геодезические сети – астрономо-
геодезическая сеть 1 и 2 классов (АГС) и геодезическая сеть сгущения 3 и 4 клас-
сов (ГСС). 

В работе [3] предлагается новая, двухуровневая структура опорной геодези-
ческой сети, реализующая объединенную координатную основу на территории 
Российской Федерации (РФ). Первый уровень предлагаемой опорной геодезиче-
ской сети представлен пунктами ФАГС, ВГС и сертифицированными пунктами 
постоянно - действующих базовых станций (ПДБС-1), а также наземными нави-
гационными системами (ННС-1) типа Locata, обеспечивающими субдециметро-
вый уровень точности позиционирования. Второй уровень опорной геодезиче-
ской сети состоит из пунктов СГС-1, АГС, ГСС и несертифицированных пунктов 
ПДБС-2, а также наземных навигационных систем (ННС-2) типа eLoran. Пред-
лагаемая структура опорной геодезической сети позволит пользователю опера-
тивно получать актуальную геопространственную информацию с требуемой точ-
ностью. 

Одной из важнейших задач в процессе построения спутниковых геодезиче-
ских сетей является определение координат начального пункта A новой сети. Не-
точное знание координат пункта A приводит к относительной средней квадрати-
ческой ошибке (СКО) определения длины базовой линии D, оцениваемой со-
гласно [4, 5], так: 

 

R
m

D
m AD ⋅= 3,0 ,               (1) 
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где  Dm  – СКО определения длины базовой линии; 
D – длина базовой линии; 

222
ZYXA mmmm ++=  – СКО положения начального пункта сети; 

R – средний радиус кривизны референц-эллипсоида в точке A.  
Для привязки начального пункта новой сети к исходной геодезической ос-

нове с помощью ГНСС-технологий используют, в основном, два способа: «сете-
вой» и «лучевой» (рис. 1). 

 

 
а) 

 
б) 

Рис. 1. Сетевой (а) и лучевой (б) варианты сгущения спутниковой сети 
 
 
В работе [6] приводится утверждение о том, что при МНК-оптимизации  

с привязкой исходного пункта лучевым способом происходит завышенная 
оценка точности по сравнению с сетевым способом. В качестве подтверждения 
этого тезиса приводятся результаты эксперимента по МНК-оптимизации фраг-
мента сети в программном продукте Trimble Geomatic Office, и проводится срав-
нительный анализ полученных результатов. При этом сравнивая координаты ис-
ходного пункта сети, полученного из МНК-оптимизации лучевым и сетевым 
способом, не учитывалась коррелированность этих результатов [7].  

С другой стороны, авторы настоящей статьи предполагают в дальнейшем, 
что пункты исходной геодезической основы в функциональной модели развива-
емого геодезического построения рассматриваются как математические кон-
станты, значения которых не оптимизируются, то есть они не должны получать 
никаких МНК-поправок из уравнивания. В таком случае в сетевом варианте ста-
новится теоретически невозможным учет погрешностей результатов выполнен-
ных дополнительных измерений (приращений координат) между опорными 
пунктами («канвой») сети в процессе осуществления МНК-оптимизации. Даль-
нейшие рассуждения о явном формальном преимуществе сетевого способа, как 
более строгом и информативном относительно лучевого, – теряют смысл. Избы-
точность измерений позволяет, конечно, выполнять вычисления невязок  
в замкнутых фигурах для контроля качества, но эта дополнительная информация 
будет блокирована «жесткостью» координат основы и не позволит ей влиять на 
координаты «канвы». 
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Для подтверждения выдвинутых авторами тезисов было выполнено уравни-
вание фрагмента спутниковой сети, полученного по лучевой и сетевой техноло-
гии (см. рис. 1), с использованием алгоритма синтезированного варианта пара-
метрической версии МНК-оптимизации данных [8]. 

 
Методы и материалы 

 
Синтезированные варианты МНК-алгоритмов по своей форме представ-

ляют собой известные комбинированные алгоритмы МНК-оптимизации данных, 
выраженные в виде блочных матриц [9–12]. Общая теория синтезированной вер-
сии МНК-оптимизации геопространственных данных представлена в моногра-
фии [8]. 

Для иллюстрации применения синтезированного алгоритма при уравнива-
нии ГНСС-измерений авторами использованы суточные данные (приращения 
координат ΔX, ΔY, ΔZ и их ковариационная матрица KΔ) на даты 25.12.2016  
и 26.12.2016, полученные с шести пунктов сети ПДБС НСО: Болотное (BOLO), 
Искитим (ISKT), Коченево (KOCH), Колывань (KOLV), Сузун (SUZU) и Ново-
сибирск (NSKW). Пункт Новосибирск (NSKW) являлся искомым, а остальные 
пять пунктов рассматривались как опорные, то есть безошибочные математиче-
ские константы Z15·1. Практически, с этой целью их ковариационная матрица KZ 
модулировалась множителем, равным 10-8. Уравнивание выполнялось в коорди-
натной системе отсчета ITRF2014. 

Функциональная модель F 15·1 пространственных данных, разностей коор-
динат пунктов D15·1, известна. В нашем случае она представляет собой линейную 
функцию, равную разности вектора истинных значений опорных координат Z15·1 
и повторяющихся истинных значений искомых координат X 3·1: 

 
F 15·1 = D 15·1 = Z15·1 – A15·3 X3·1.     (2) 

 
Матрица A15·3 состоит из пяти единичных блоков I3·3 и обеспечивает возмож-

ность вычитания вектора A15·3 X3·1 из вектора Z15·1. 
Стандартный переход к измеренным (Δизм, Zизм) и приближенным (X0) зна-

чениям компонентов функциональной модели (2) обеспечивает переход к соот-
ветствующим уравнениям погрешностей в неявном виде (стандартные преобра-
зования опущены): 

 
– (δΔ)15·1 + δz15·1 – A15·3 δx3·1 – L15·1 = 0.     (3) 

 
Результаты 

 
Структура решения системы (3) в рамках синтезированного варианта пара-

метрической версии МНК-оптимизации для лучевого способа представлена на 
рис. 2. Там же раскрываются значения всех блоков, составляющих гиперматрицу 
коэффициентов (C | – I| A), гипервектор корней (δz, δΔ, δx) и гипервектор свобод-
ных членов L. 
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KZ·10-8 – блокированная ковариационная матрица опорных координат Z; KΔ1·104 – 
априорная ковариационная матрица измеренных приращений Δ1; KX = I·1012 – апри-
орная регуляризованная ковариационная матрица приближенных значений иско-
мых координат x определяемого пункта; L – свободные члены линеаризованной мо-
дели (3), равные разности измеренных значений приращений Δизм и их приближен-
ных значений Δпр; A – матрица плана искомых координат X; C = I – матрица плана 
опорных координат Z. 

Рис. 2. Структура алгоритма синтезированного варианта МНК-оптимизации 
данных для лучевого способа: 

 
 

Множители 10k обеспечивают одинаковую дольность единиц ковариацион-
ных матриц и свободных членов. Одновременно, они используются для регуля-
ризации ковариационной матрицы приближенных значений координат искомого 
пункта x. 

Отдельно взятое i-ое уравнение системы (3) раскрывает ее структуру: 
 

– (VΔ1)i + δzi – δxij – li = 0.     (4) 
 

Свободный член уравнения (4) – это разность измеренных значений прира-
щений координат Δизм и приближенных значений разностей Δпр, соответствую-
щих предварительным значениям тех же разностей. 

Структура получаемых результатов приведена на рис. 3, так же сопровож-
даемом необходимыми пояснениями. 

Аналогично выглядит структура решения уравнений (3) в рамках синтези-
рованного варианта параметрической версии МНК-оптимизации для сетевого 
способа, представленная на рис. 4. 

Структура получаемых результатов сетевого способа приведена на рис. 5, 
так же сопровождена необходимыми пояснениями. 

Вычисления, выполненные в электронной вычислительной таблице Excel, 
дали абсолютно идентичные результаты как для поправок в приближенные зна-
чения координат «вставки», так и для средних квадратических ошибок их урав-
ненных значений. Эта информация приведена на рис. 6. 
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KZур – ковариационная матрица уравненных значений опорных координат Zур; KΔ1ур 
– ковариационная матрица уравненных значений приращений Δ1ур; KXур – ковари-
ационная матрица уравненных значений искомых координат Xур ; δz= 0 – МНК-
поправки к опорным координатам (практически нулевые – < 10-8); δΔ1 – МНК-по-
правки к измеренным приращениям «лучей» Δ1; δx – МНК-поправки  
к приближенным значениям координат x; λ – неопределенные множители Ла-
гранжа. 

Рис. 3. Структура результатов решения системы уравнений  
для лучевого способа 

 
 

 
KZ·10-8 – блокированная априорная ковариационная матрица опорных координат 
Z; KΔ1·104 – априорная ковариационная матрица измеренных приращений Δ1 
("лучи"); KΔ2·104 – априорная ковариационная матрица измеренных приращений 
Δ2 ("канва"); Kx=I·1012 – априорная регуляризованная ковариационная матрица 
приближенных значений координат x определяемого пункта; L1 – свободные 
члены приращений «лучи»; L2 = 0 – нулевые свободные члены приращений 
«канва»; A – матрица плана искомых координат X ; C = I – матрица плана опорных 
координат Z. 

Рис. 4. Структура алгоритма синтезированного варианта  
МНК-оптимизации данных для сетевого способа: 
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KZур – ковариационная матрица уравненных значений опорных координат Zур; 
KΔур1 – ковариационная матрица уравненных значений «лучей» Δур1; KΔур2 – 
ковариационная матрица уравненных значений «канвы» Δур2; KXур – ковариаци-
онная матрица уравненных значений искомых координат Xур; δz = 0 – МНК-по-
правки к координатам Z (практически нулевые – < 10-4); δΔ1 – МНК-поправки к 
измеренным значениям «лучей» Δ1; δΔ2 = 0 – МНК-поправки к приращениям 
«канвы» Δ2 (практически нулевые – <10-4); δx – МНК-поправки к приближенным 
значениям искомых координат x; λ – неопределенные множители Лагранжа. 

Рис. 5. Структура результатов решения системы уравнений  
для сетевого способа 

 
 

 

Рис. 6. Данные результатов решения задачи координирования  
«лучевым» и «сетевым» способами 

 
 

Заключение 
 

МНК-оптимизация геопространственных данных, учитывающая погрешно-
сти координат опорных пунктов, теоретически блокирует влияние погрешностей 
измерений, выполненных между точками «жесткой канвы». По результатам про-
веденных численных экспериментов уравнивания фрагмента спутниковой сети 
ПДБС НСО, реализованных по лучевой и сетевой технологии, с использованием 
алгоритма синтезированного варианта параметрической версии МНК-оптимиза-
ции данных, авторами были получены абсолютно идентичные результаты как 
для поправок в приближенные значения координат «вставки», так и для средних 
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квадратических ошибок уравненных значений координат. Это говорит о возмож-
ности использования лучевого способа для привязки исходного пункта спутни-
ковой геодезической сети, в случае, когда пункты исходной геодезической ос-
новы в функциональной модели развиваемого геодезического построения рас-
сматриваются как математические константы, значения которых не оптимизиру-
ются. 

Использование лучевого способа, вместо сетевого, для привязки исходного 
пункта спутниковой геодезической сети позволит сократить временные и чело-
веческие затраты, что приведет к сокращению экономической нагрузки в про-
цессе развития государственных геодезических сетей. 
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