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В данной работе рассмотрена методика усвоения данных для задачи распространения 

концентрации пассивной примеси в атмосфере. Описаны классические подходы к решению 
подобных задач, выделены особенности применения алгоритмов, их минусы и плюсы. 

Рассмотрены два алгоритма: ансамблевого фильтра Калмана и ансамблевого сглажива-
ния Калмана. Рассмотрены различные способы улучшения сходимости этих алгоритмов, та-
кие как локализация и увеличивающий множитель. 
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In this paper, we consider the method of data assimilation for the problem the propagation of 
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Введение 
 

Под усвоением данных принято понимать совместное использование на-
блюдений и математической модели для оценки состояния окружающей среды. 
В работе рассмотрена методика усвоения данных для задачи распространения 
пассивной примеси в атмосфере. Описаны классические подходы к решению 
подобных задач, выделены особенности применения алгоритмов, их минусы и 
плюсы. Рассмотрены два алгоритма: ансамблевый фильтр Калмана и ансамбле-
вое сглаживание Калмана. Получены результаты сравнительного анализа этих 
алгоритмов. Рассмотрено влияние различных значений входящих параметров 
алгоритмов на получаемые результаты. 

1. Ансамблевый фильтр Калмана, ансамблевое сглаживание Калмана 
Будем рассматривать линейную модель системы:  

1
f a

n nnx A x  , 

где nA  – оператор модели; 

1
f

nx   – модельный прогноз состояния системы; 
a
nx  – найденная оценка, 

n – номер шага по времени. 
Наблюдения представим в следующем виде: 

,
t
nn ny x    

где ny  – вектор наблюдений; 

n  – вектор ошибок наблюдений, являющийся гауссовской случайной пе-
ременной. 

Будем считать t
nx  «истинным» состоянием системы [1]. Задается ансамбль 

значений моделируемой переменной в начальный момент времени. Тогда для 
каждого элемента ансамбля производится шаг прогноза и шаг анализа. Сам ан-
самблевый фильтр Калмана (EnFK) состоит из двух шагов [2]: 

шаг прогноза: ( ) ( )
1 ;F i A i

n n nx A x   

шаг анализа:  ( ) ( ) ( ) ( )
1 1( )A i F i i F i

n n n n nx x K y Hx    , 
где номер элемента ансамбля i = 1…k;  

k – количество ансамблей. 
Матрица nK  – матрица усиления, она задается формулой: 

1( )F T F T
n n nK P H HP H R   , 

где ( ) ( )
1 1 1 1 1

1

1
( )( )

1

k
F F i F F i F T

n n n n n
i

P x x x x
k    



  
   – матрица ковариаций ошибок про-

гноза; 
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 – среднее значение прогноза вектора состояния; 

TR     – матрица ковариаций ошибок наблюдений. 
При этом среднее по ансамблю значение вектора состояния системы явля-

ется оптимальной оценкой в задачи фильтрации. Она достигается при миниму-
ме следа матрицы ковариаций ошибок [2]: 

1

( ) ( )
1 1 1 1

1
( )( ) .

1

k
T

i

A i A iA A A
n n n n nP x x x x

k 
     

   

Задача ансамблевого сглаживания заключается в получении оптимальной 
оценки в некотором временном интервале, при наличии данных в этом интер-
вале. Причем состояние на шаге n оценивается по данным на временных шагах 
с номерами больше n. Как показано в работе [3], при наличии гауссовского рас-
пределения у ошибок наблюдения и отсутствии корреляции между ошибками 
наблюдения и прогноза, алгоритм позволяет получать оценку состояния систе-
мы по мере поступления данных. Обозначим через ( , )iEnKFA x t  ансамбль оценок 

состояния системы, полученный после применения алгоритма фильтрации для 
шага времени it ; а через ( , )iEnKSA x t  – ансамбль оценок, получаемый в алгорит-

ме сглаживания для шага времени it . После применения алгоритма сглажива-
ния полученный результат можно представить в виде: 

1

( , ) ,
k

j
j k

i EnKFEnKSA x t X A




  

где jX  – матрицы коэффициентов, вычисляемые для каждого шага по времени: 

1 'T
j j j jX I S C D  ; ' F

j j jD y H x  ; ( 1)*T
j j j jC S S N R   , 

jy  – вектор наблюдений в момент времени j; 

jS  – матрица отклонений от среднего для ансамбля; 

jR  – матрица ковариаций ошибок наблюдений [3, 4]. 

В данной работе алгоритм усвоения данных рассматривался для задачи 
с неизвестным параметром. Для решения данной задачи вводим расширенный 

вектор состояния системы:
x

x
g

 
   

, который содержит информацию о концен-

трации пассивной примеси и эмиссии. Будем использовать расширенный ан-
самблевый фильтр Калмана [5]: 
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шаг прогноза: 1
f a

nnx Ax  , 

шаг анализа:  ( )f fa
xx x K Y Hx   ; ( )a f f

gg g K Y Hx   ; 
1( )x xx xxK P P R   ; 1( )g gx xxK P P R   ; gxP  – кроссковариационные матрицы. 

Маленький размер выборки является причиной низкой точности оценки, 
могут существовать ложные ковариации или появиться расходимость алгорит-
ма. Важными элементами корректировки данных алгоритмов являются увели-
чивающий множитель и локализация. Выборки небольших размеров являются 
причиной появления ложных ковариаций. Локализация состоит в поэлементном 
умножении матрицы на функцию от расстояния: 

2 22
, ,

i j L
i j i jP P e   , 

где ,i jP – элемент матрицы ковариации.  

Здесь L–  масштаб локализации, который подбирается исходя из размеров 
сетки по пространству.  

Другая проблема возникает, когда теоретическая ошибка оценки (след 
матрицы ковариаций) и реальная не совпадают. В таком случае прибегают 
к помощи увеличивающего множителя (inflationfactor [6]). Ниже представлен 
классический вариант увеличивающего множителя – мультипликативный: 

2P P  , 

где   – постоянный коэффициент, который берется близким к единице (часто 
используют значения 1,1; 1,04). В таком случае на каждом шаге по времени 
матрица ковариаций ошибок оценки умножается на заранее подобранную кон-
станту.  

Другой подход к заданию коэффициента увеличивающего множителя – 
адаптивный [7]. В этом случае на каждом шаге по времени вычисляется коэф-
фициент увеличивающего множителя Δ по формуле[8]: 

( )

( )

Td d trace R

trace HPH


  ;  F

j jd y H x  , 

где (...)trace  след матрицы, d – вектор невязок.  
Основной задачей увеличивающего множителя является предотвращение 

расходимости алгоритма. Величину увеличивающего множителя принято огра-
ничивать [9]: 0,9 1,5   . Для того чтобы сгладить значения по времени пред-
лагается использовать формулу: 1 (1 )i iik k      , где 0,05k  . 

В данной работе рассматривается способ вычисления увеличивающего 
множителя, состоящий в осреднении вектора невязок по времени. Осреднение 
производилось на некотором временно интервале, который выбирался, исходя 
из параметров эксперимента. 
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2. Численные эксперименты 
С использованием рассматриваемых методов были проведены численные 

эксперименты с моделью переноса-диффузии пассивной примеси. Использо-
вался метод расщепления задачи по физическим процессам. Решение уравнения 
переноса находилось с помощью полулагранжева метода. Уравнение диффузии 
решалось с помощью циклической прогонки. Во всех экспериментах область 
определения:0 1,  0 1x t    . В качестве граничного условия было взято усло-
вие периодичности (0, )  (1, )q t q t . Эмиссия была задана 

0,1 при 0,2 0,5;
( , )

0 иначе.

x
g x t

 
 


. 

Для оценки качества работы алгоритмов были рассмотрены следующие 
параметры [10]: след матрицы ковариаций ошибок оценки и среднеквадратиче-

ская ошибка оценки, которая считалась следующим образом:
2t a

n n nrms x x  , 

в качестве нормы берется вторая норма вектора, tx  – реальное состояние сис-
темы, ax  – получаемая оценка. 

Результаты численных экспериментов приведены на рисунке для алгорит-
ма оценки эмиссии пассивной примеси с применением различных увеличи-
вающих множителей.  

 

ср
ед
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кв
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номер шага по времени сл
ед

 м
ат
ри
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 к
ов
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ци
й 
ош

иб
ок

 

номер шага по времени 

 а)  б) 

Результаты численных экспериментов для алгоритма оценки эмиссии  
пассивной примеси: 

а) график среднеквадратического отклонения оценки эмиссии; б) график следа 
матрицы ковариаций ошибок оценок эмиссии 
 
 
На рисунке различными цветами изображены результаты, полученные при 

использовании мультипликативного увеличивающего множителя ( 1,1    – 
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фиолетовый, 1,04   – зеленый), результаты адаптивного подхода – синим, 
а результаты без использования увеличивающего множителя – красным. По го-
ризонтальной оси отложен номер шага по времени. Все эксперименты прово-
дились с ансамблями размером 150 элементов. Сетка по пространству была 
размером 100 узлов. Сетка по времени была размером 100 шагов, на графике 
представлены результаты первых шести шагов. 

Самым действенным способом предотвратить расходимость алгоритма яв-
ляется адаптивный способ вычисления увеличивающего множителя. Среди гра-
фиков следа матрицы ковариаций ошибок самым высоким ростом следа отмечает-
ся график, полученный при реализации адаптивного подхода. На графике средне-
квадратической ошибки оценки заметим, что данный вывод подтверждается са-
мым быстрым падением значения отклонения при применении адаптивного уве-
личивающего множителя, что дает меньшую ошибку в получаемой оценке. 

 
Заключение 

 
В работе рассмотрены различные подходы к применению ансамблевого 

фильтра Калмана и ансамблевого сглаживания в задаче оценивания концентра-
ции пассивной примеси. Проведен сравнительный анализ различных подходов 
к улучшению сходимости, таких как применение увеличивающего множителя и 
использование локализации. Выполнен сравнительный анализ разных подходов 
к вычислению коэффициента увеличивающего множителя. Сравнение резуль-
татов работы алгоритмов при различных значениях увеличивающего множите-
ля показало, что наилучший способ – адаптивный. При использовании адаптив-
ного способа вычисления увеличивающего множителя получается более точная 
оценка параметра системы. 
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