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В статье рассмотрено классическое решение в полупространстве второй краевой задачи 
для переопределенной стационарной системы уравнений второго порядка, возникающей  
в двухжидкостной среде с одним давлением. Получено решение рассматриваемой краевой 
задачи с помощью аппарата преобразования Фурье. Показано влияние термодинамических  
и кинетических параметров среды на решение системы. 
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This paper considers a classical solution in the half-space of the second boundary value prob-

lem for an overdetermined stationary system of second order equations arising in a two-fluid medi-
um with a single pressure. The solution of the considered boundary value problem using the Fourier 
transform apparatus has been obtained. The effect of thermodynamic and kinetic parameters of the 
medium is shown on the solution to the system in question. 
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Введение 

 
Многофазные многокомпонентные среды широко представлены в различ-

ных природных процессах и областях человеческой деятельности. Можно уве-
рено сказать, что с неоднофазными смесями приходится иметь дело гораздо 
чаще, чем с однофазными. Всё это делает задачу описания и изучения таких 
сред одной из актуальнейших и важнейших проблем механики вообще и меха-
ники сплошных сред в частности [1-3]. 

Гетерогенные среды характеризует невероятное многообразие, взаимо-
влияние и сложность эффектов, возникающих благодаря неоднофазности. К та-
ким эффектам можно отнести фазовые переходы, химические реакции, капил-
лярные эффекты, пульсационное и хаотическое движение, деформация фаз, 
процессы столкновений, дроблений, коагуляции частиц и т.д. 

Основная проблема математического моделирования многофазных смесей 
заключается в построении замкнутых уравнений движения смеси при заданных 
физико-химических свойствах каждой фазы в отдельности и заданной исходной 
структуре смеси. В стационарном случае, когда имеет место равновесие фаз по 
давлению и в обратимом приближении происходит только за счет вязкостей 
фаз, система уравнений оказывается переопределенной [4-8]. 

Вторая краевая задача для двухскоростной системы Стокса с одним давле-
нием в полупространстве 

В области  3 3
1 2 3 3( , , ) : 0R x x x R x     x  рассматривается вторая 

краевая задача для двухскоростной системы Стокса с одним давлением 

v grad ,    div v  0 в Ω p    f                                     (1) 

1 u grad ,    div u  0 в Ω p     f                                      (2) 

3 10 2(v, )n a , )( ,x x xT p        
3 10 2(u, )n b , )( ,x x xT p                           (3) 

где  ,0,0 )n (  1   обозначает внешнюю по отношению к   нормаль к 2S R ,  , 

1   – кинематические коэффициенты вязкости, a , b  – заданные функции, 

1 2 3(f , f , f ) f  – массовая сила, 1 2 3v (v , v , v )  , 1 2 3u (u ,u ,u )  , p  – неизвестные 

векторные поля скоростей и давление, (v, )T p , (u, )T p  - тензоры напряжений, 
соответствующие течениям v , p  и u , p : 

(v, ) (v , )  T p pI S             
, 1,2,3

(v) ji

j i i j

vv

x
S

x
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1(u, ) (u ,)   T p pI S           
, 1,2,3

(u) ji

j i i j

uu

x
S

x


 
     

. 

Здесь I  –  единичная матрица, )(vS , )(uS  – удвоенные тензоры скоростей 
деформации. 

Сначала рассмотрим в   однородную задачу ( 0 f ) для системы (1)-(3) 
предполагая, что функции 1 2( , )ma x x  и 1 2( , )mb x x , (m=1,2,3) являются гладкими  

и достаточно быстро убывают при 1 2|| ( , ) |x x  . Решение при этом также 

должно убывать на бесконечности. Решение полученной системы сводится  
к последовательному решению двух краевых задач: сначала решается задача 
Стокса для ( v , p ) [9-23], а затем определяется вторая скорость u  как соленои-
дальное решение краевой задачи для векторного уравнения Пуассона. 

Обозначим через 1 2 3g( , , )x   преобразование Фурье функции 1 2 3g( , , )x x x  

по переменным 1 2,x x  [9-11]: 

1 1 2 2

2
1 2 3 1 2 3 1 23/2

1g( , , ) ( ) g( , , )
(2 )

i x i x

R

x F g x x x e dx dx      
  . 

После применения к системе Стокса преобразования Фурье по перемен-
ным 1 2,x x  получим  для преобразованных функций kv , p  краевую задачу для 

системы обыкновенных дифференциальных уравнений на полуоси (0,  ) с па-
раметром 1 2( , )     

2
2

2
3

| | 0j
j j

d v
v i p
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3 2
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 ,                                            (5) 

0v    при  3x   . 
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Общее решение системы уравнений (4), (5) стремящееся к нулю при 

3x    имеет следующий вид: 

3| |2 1 1
1 3 1 2 3 3

1( , )
| | | | 2 | | | |

xi i
v x C C x C e 

                   
  , 

3| |1 2 2
2 3 1 2 3 3

1( , )
| | | | 2 | | | |

xi i
v x C C x C e

                    
 , 

3| |
3 3 2 3 3

1( , )
2 |

xv x C x C e 
     

 , 

3| |
3 3( , ) xp x C e   . 

Константы 1C , 2C , 3C  определяются из граничных условий (5). Решение 

задачи Стокса можно представить в следующем виде: 

1 1 2 2 3 3a v a v a v   v       ,      1 1 2 2 3 3p a p a p a p          , 

где 1v , 1p  - решение системы Стокса с соответствующими константами  удовле-

творяющее граничным условиям (5). 
Исходное решение получается после выполнении обратного преобразова-

ния Фурье: 

 1 1 2 2 3 3
1 * * *

2
a v a v a v   


v ,       1 1 2 2 3 3

1 * * *
2

p a p a p a p   


, 

где (f*g)( )x  - свертка функций f  и g . В частности функции 3( )kv x ,  3( )p x опре-

деляются по формулам 
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x . 

Перейдем к задачи для уравнение Пуассона. Решение u   будем искать  
в виде   u z w . Продолжим соленоидальную функцию  p  с   на все про-

странство 3R  с сохранением соленоидальности и гладкости. Такое продолже-
ние возможно, см., например, [11, лемма 4]. Полагая 
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31

( )1 d  
4 | |

R

p 
 

y
z y

x y
 

мы, очевидно, получим соленоидальное решение векторного уравнения Пуас-
сона. 

Функция 1 2 3 =(w ,w ,w )w  должна быть соленоидальной и удовлетворять 

векторному уравнению Лапласа с измененными по сравнению с (3) граничными 
условиями 

 =0,w     =0,divw     в  3R , 

3

3
1 1 2

3 0

( , )j
j

j x

w w
d x x

x x


 
       

,      1,2j  ,                               (6) 
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где 

3

3
1 2 1 2 1

3 0
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j j

j x

z z
d x x b x x

x x


 
       

,        1,2j  , 

3

3
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3 0

( , ) ( , )
x

z
d x x b x x

x 


  


. 

После применения к системе (6) преобразования Фурье по переменным 

1 2,x x  получим для преобразованных функций kw  краевую задачу для переопре-

деленной системы обыкновенных дифференциальных уравнений на полуоси 
(0,  ) с параметром 1 2( , )    . Решая полученное краевую задачу и исполь-

зуя обратное преобразование 1F  после несложных преобразований получим 

 3 3
3

| | | |1 11 1
1 3 10
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2 | | | |

x x
x
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Переопределенность задачи (2.13) приводит к необходимому условию ее 
разрешимости в виде требования выполнения 

3

1 11 2
1 2 30* * 0

| | | | xiF d iF d p d 


              
 

для компонент вектора d . 
 

Заключение 
 
Получено классическое решение второй краевой задачи в полупространст-

ве для переопределенной стационарной системы уравнений второго порядка, 
возникающей в двухжидкостной среде с одним давлением с помощью аппарата 
преобразования Фурье. Показано влияние термодинамических и кинетических 
параметров среды на решение системы. 
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