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В статье изучается класс дифференциальных уравнений в частных производных второ-

го порядка (( ) )ttt x xxu f u u g u , с произвольными функциями ( )xf u  и ( )tg u , с помощью 

групповой классификации. Главная алгебра Ли бесконечно инфинитезимальных симметрий 
является трехмерной. Используется метод предварительной групповой классификации для 
получения классификаций данных уравнений относительно  одномерному расширению 
главной алгебры Ли. 
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This paper studies a class of partial differential equations of second order 

(( ) )ttt x xxu f u u g u , with arbitrary functions ( )xf u  and ( )tg u , with the help of the group 

classification. The main Lie algebra of infinitely infinitesimal symmetries is three-dimensional. We 
use the method of preliminary group classification for obtaining the classifications of these equa-
tions for a one-dimensional extension of the main Lie algebra. 
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Введение 

 
Присутствие воды и газа в подземных резервуарах приводит к фазовым 

сдвигам и зависимости от частоты изменения амплитуды сейсмических волн 
(например, [1, 2]). В работах [3-13] ввели двухфазную модель среды для описа-
ния взаимосвязанного распространения волн в пористой флюидонасыщенной 
среде. Большое внимание уделяется также моделям диссипации насыщенной 
жидкостью пористой среды и способам ее учета в уравнениях состояния. 

Фундаментальное свойство упруго-деформируемой насыщенной жидко-
стью пористой среды, следующее из теории пороупругости, состоит в том, что 
в таких средах могут распространяться две продольные волны, быстрая и мед-
ленная, а также поперечная волна. 

В [14], диффузионный подход предложен для одномерной однородной мо-
дели пористых сред. По сравнению с [14], были внесены важные улучшения: 
хорошее представление вязкой диссипации во всем диапазоне частот; оптими-
зация модели; оценка вычислительных усилий с точки зрения требуемой точно-
сти. 

В [15] получена замкнутая одномерная система динамических интегро-
дифференциальных уравнений первого порядка относительно компонент ско-
ростей вектора смещений упругого пористого тела, насыщающей жидкости  
и тензора напряжений в диссипативном приближении обусловленной коэффи-
циентом проницаемости. Предложенная математическая модель является тер-
модинамически согласованной и удовлетворяет первым физическим принци-
пам. Показана зависимость дисперсионного соотношения полученной системы 
от физических и кинетических параметров. 

 
Одномерное динамическое уравнение пороупругости  
для поперечных волн в диссипативном приближении 

 
Рассмотрим распространение нелинейных поперечных сейсмических волн 

в случае, когда парциальная плотность пористой матрицы для простоты счита-
ем равной единицы, а модуль сдвига   являются функцией скорости деформа-
ции, а сила трения, определяющая диссипацию энергии, является функцией 
только скорости фаз. При таких предположениях нелинейное одномерное урав-
нение пороупругости может быть записано в следующем виде [16, 17]: 

(( ) )ttt x xxu f u u g u ,                                            (1) 

где u  - скорости пористой матрицы, t

u
u

t





, x

u
u

x





 - операторы дифференци-

рования. 
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Уравнение типа (1) возникает при изучении одномерной динамической 
системы уравнений для пороупругости волн SH в случае низкой пористости  
и низкой проницаемости [16, 18]. Функция g  связана с проницаемостью по-
ристой среды и отвечает за рассеяние энергии, а функция f  отвечает за ско-
рость распространения поперечной волны. Скорость насыщающей жидкости v  
определяется через функции u  явным образом [17]. 

 
Инвариантны преобразования и принцип алгебры Ли 

 
Следуя [19], для уравнения (1) запишем условие инвариантности 

 
2 (1)

( ) ( ) 0tt x x txu f u uu gX    ,                                     (2) 

где 
2
X  - второе продолжение инфинитезимального оператора 

1 1( , , ) ( , , ) ( , , )X t x u t x u t x u
t x u

    
  

                              (3) 

получены следующие формулы пролонгации: 

1 2 11 22
2 t x tt xx

X
u u u uX       

    
                                 (4) 

а координаты продолженного оператора 1 2 11 22, , ,     в расширенном про-
странстве определяются известными формулами [20, 21]. 

Подставляя (3) и (4) в (2), получаем следующее определяющее уравнение: 

2 1
(1)

11 22 0
x txx u ugf u f        . 

Отсюда в силу произвольности функций f  и g  получим 

1 0  ,        2 0  ,          11 0  ,            22 0   

или 

      0k k kt x u
     ,   1, 2k  ,          0t x u     . 

Из этих соотношений после несложных преобразований получим 

k kc  ,     1, 2k  ,          3c  . 
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Следовательно, для произвольных функций f  и g  уравнение (1) допуска-
ет  трехмерную алгебру Ли 3L  с базисом 

1X
t



 ,             2X

x





,         3X
u





. 

Следуя [19], будем называть 3L  главной алгеброй Ли для уравнения (1). 
Оставшаяся часть групповой классификации должна указывать коэффициен-
ты f  и g  такие, что уравнение (1) допускает расширение главной алгебры 3L .  

С этой целью для удобства введем новые обозначения 1f f  и 
2f g . 

Преобразование эквивалентности является невырожденным замена пере-
менных t , x , u  принимая любое уравнение вида (1) в уравнение той же фор-

мы, вообще говоря, с разными ( )xf u  и ( )tg u . Множество всех эквивалентно-

стей преобразования образуют группу эквивалентности E . Следуя [20], мы 

должны найти непрерывную подгруппу cE , использующую бесконечно инфи-

нитезимальный метод. Оператор группы cE  принимает вид 

1 2 1 2
1 1 1 2 1 2

Y X
t x u f f f f

            
       

       , 

где X  определена формулой (3). Зависимости 
kf  и 

k  таковы: 

( , , , , )k k
t xf f t x u u u  и 

2( , , , , , , )k k 1
t xt x u u u f f  . Уравнение (1) запи-

шется в виде следующей системы: 

1 2( 0,) ( )tt x xx tf uu f u u                                               (5) 

0,k k k
t x uf f f           1, 2k  ,   0,

t

k
uf      0

x

k
uf  .                 (6) 

Условия инвариантности для данной системы имеют вид 

1 2 11 22
2 t x tt xx

Y
u u u uY       

     
     

1 1
2 1 0 01 10

0 t x

k k k
k k k k k

x t u uf f f f f
        
    

     .                          (7) 

Здесь коэффициенты 1 2 11 22, , ,     оператора (4) и другие коэффициен-
ты (7) получаются путем применения процедуры продолжения до дифференци-

альных переменных 
kf  с независимыми переменными ( , , , , )t xt x u u u . 
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После простых преобразований получим следующие формулы продолже-
ния: 

     0 1 2t x

k k k k
u uu uu

f f      ,       1 1 2t x

k k k k
u ut tt

f f      , 

     2 1 2t x

k k k k
u ux xx

f f      ,           2
1 1 1 2
01 2 2x ttt

u uu fu
f f      , 

      1
1 1 1 1
10 2 2x xxx

u uu fu
f f      . 

Отсюда с учетом условия инвариантности (6) получим 

0k
j  ,  (k 1, 2, j 0,1, 2)  ,   

1
01 0  ,     1

10 0  , 

Поскольку эти соотношения должны выполняться для любых 
1f  и 

2f , 
получим: 

 1 0
t

  ,      2 0
t

  ,     1 0
x

  ,    2 0
x

  ,  

 1 0
u

  ,    2 0
u

  ,    1 0
xu

  ,    2 0
tu

  , 

      0k k k

t x u
     ,     1 0

tu
  ,     2 0

xu
  . 

После несложных вычислений получим 

 1 1 t  ,     2 2 x  ,    1 1 1 2, ,xu f f  ,    2 2 1 2, ,tu f f  , 

1 2 3 4c u c x c t c     ,   mc const ,    1, 2,3, 4,m   

Остальное условие инвариантности для (1) с учетом (7) можно записать  
в виде 

1 21
11 22 0xxuf       . 

Отсюда с учетом уравнения (1) получим 

       '' ' '1 1 1
1 1 1 1 22 3 2 3t xxu c f c f u          

   

    ' ''2 1 2
1 1 22 3 0xc f u f       . 
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Так как в этом соотношение величины , ,t xu u u  и xxu  являются независи-
мыми переменными. Имеем 

1 2 3 4c u c x c t c     ,      1 5 6c t c   ,        2 x  , 

 1 ' 1
53 c f    ,       2 2 '' 1

1 52 3 xc c f u f    , 

где 1 2 3 4 5 6, , , , ,c c c c c c  – произвольные постоянные и ψ  – произвольная функция. 
 

Заключение 
 

Изучен класс дифференциальных уравнений в частных производных 
второго порядка (( ) )ttt x xxu f u u g u  возникающей в теории пороупругости. 
Произвольные функции ( )xf u  и ( )tg u  соответствуют скорости распростране-
ния сдвиговых волн и диссипацию энергии обусловленной проницаемости 
среды, соответственно. Показано, что алгебра Ли бесконечно инфинитези-
мальных симметрий является трехмерной. Также проведен групповой анализ 
данного класса уравнений на основе метода предварительного группового 
классификация. 

 
Работа выполнена при поддержке НИР (проект № 0315-2016-0005)  

и гранта МОН РК №AP05131026. 
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