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В работе рассматривается задача определения внутренней структуры трехмерного объ-
екта по интегральным данным, полученным при томографическом сканировании по конус-
ной схеме на прямых круговых конусах. Доказаны оценки устойчивости и получена формула 
обращения. 
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We consider the problem of determining the internal structure of the three-dimensional object 

from integral data obtained by tomografic scanning using a cone scheme over a family of right cir-
cular cones. Stability estimates are proven and inversion formula is obtained. 
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Введение и постановка задачи 
 
Проблема реконструкции объекта или среды по их проекциям имеет боль-

шое значение в ряде областей науки. Наиболее важный практический аспект 
этой проблемы связан с возможностью получения информации о распределе-
нии плотности среды внутри исследуемого объекта по его наблюдаемым инте-
гральным данным. Такие процессы изучаются в реконструктивной и компью-
терной томографии [1]. 

Рассмотрим задачу определения внутренней структуры трехмерного объ-
екта по интегральным данным, полученным при томографическом сканировании 
среды с использованием конусной схемы на прямых круговых конусах [2, 3]. Ма-
тематическая модель задачи позволяет использовать развитые методы инте-
гральной геометрии [4, 5]. 
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Введем обозначения: 

   2 2 1 1
1 2 1 2, , , , , ;x x x R R y R R          

    2
1 2 1 2; ; : , , 0 ,HL x x y x x R y H H      . 

Сформулируем математическую модель задачи: восстановить функцию 
 ,u x y  в области HL , если  известны интегралы от нее по конусам семейства 

  ,K x y  с весовой функцией  ,g x y : 

     
( , )

, , ,
K x y

g x u d f x y      (1) 

где     , , : , 0K x y x y y H           . 

Задача решения уравнения (1) представляет собой задачу интегральной 
геометрии вольтерровского типа [6, 7]. 

 
Основные преобразования 

 

Пусть весовая функция   1
,g x

x






, тогда из (1) получаем 

   
 ,

1
, ,

K x y

f x y u dS
y

 



 . (2) 

Уравнение (2) запишем следующим образом: 

      
2

1 2 1
0 0

cos , sin , , ,
y

u x y x y d d f x y


      
 

     
 
   (3) 

где    1
1

, ,
2

f x y f x y . Применим к уравнению (3) преобразование Фурье по 

переменной  1 2,x x . Сделав замену    1 1 2 2cos , t sint x y x y         , 

получим 

      1 2
2 ^

cos sin
1 2 1 2

0 0

, , , ,1

y
i yy e u d df


          


      

    1 2
2^

cos sin
1 2

0 0

, ,
y

i yu e d d


           
  

 
  .                          (4) 
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Здесь      1 1 2 2
1 2 1 1 2, , ,1

i x xy e f x y dx dxf   
  



 

    - образ Фурье по пере-

менным  1 2,x x  функции  1 ,f x y . Уравнение (4) приведем к виду 

     
^

1 2 1 2 0 1 2
0

, , , , ,1

y

y u I df         


   (5) 

где 

    1 2
2

cos sin
0

0

, i yI e d


          . (6) 

Пусть   , где  1 2,    – двумерный единичный вектор. Вектор   

можно выбрать совпадающим по направлению с 1 . Тогда интеграл (6) без по-
тери общности можно записать в виде 

   1

1
1 22

0 1 1
1

, 2 1iI e d     




  , 

где  1 2,   . Используя интегральное представление цилиндрических функ-

ций, получим 

   0 0, 2I J     . (7) 

 
Единственность решения 

 
Покажем, что дважды непрерывно дифференцируемая финитная функция 

 ,u x y  однозначно восстанавливается по правой части уравнения (1), заданной 

для всех значений  ,x y  из HL . 

С помощью (7) уравнение (5) может быть представлено в виде 

        
^ ^1
1 0

0

, 2 ,
y

k
f y y J y u d           . (8) 

Обозначим    
^

1
0

, 2 , ypyp e f dy   


  ,    
^

0

, ,pp e u d    


  . При-

меняя к обеим частям уравнения (8) преобразование Лапласа по переменной у, 
получим 
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        
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0
0 0

, 2 ,
y
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  
   

      
^1

0
0

2 ,
kpye y J y dy u d


      
 
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Сделав замену y   , запишем 

       
^

1
0

0 0

, 2 ,p kp e J d u d          
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   
^

1
0

0 0

2 ,p p ke u d e J d        
 

      . 

 
Итак, мы свели исходную задачу к задаче решения уравнения 
 

     12 , , ,I p p p       , (9) 

 

где    1 0
0

,p 2 pI e J d    


  , 0 ( )J   - функция Бесселя нулевого порядка. 

Используя формулу (6.611) из [8], получим выражение для последнего ин-
теграла: 

 1 22

1
,p 2I

p
 





.                                (10) 

Решение уравнения (9) единственно, если  , p   и  , p   являются об-

разами Фурье-Лапласа дважды непрерывно дифференцируемых функций. От-
сюда, в силу известных свойств обратных преобразований Фурье и Лапласа, 
следует единственность решения уравнения (1) в указанном классе функций. 

 
Оценки устойчивости и формула обращения 

 
Из (9) и (10) следует, что 

   221
, ,

2
p p p    


  . (11) 
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Подействуем на обе части уравнения (11) обратным преобразованием Лап-
ласа по переменной p . Используя теорему умножения, свойство дифференци-
рования преобразования Лапласа, а также формулу (10), имеем 

       
2 ^2

02
0

1
, ,

2 2

y

u y f J y d      
 

 
     

 . (12) 

Теперь применим к обеим частям уравнения (12) обратное преобразование 
Фурье по переменой  . Используя теорему о свертке и свойства преобразова-
ний Фурье, получим следующее представление решения уравнения 

       
2

2

22
0

1
, , ,

2 2

y

R

u x y E f x y d d        
 

 
         

  , (13) 

где  
2 2

2 2
1 2

  
 

  
 

. 

Из (11) следует неравенство      1
, 1 ,

2
p p p    


   . Таким обра-

зом, верна оценка 

     
2

2 1
, 1 ,

2

a i a i

a i a i

p dpd p p dpd      


     

     

      .      (14) 

Используя свойства дифференцирования преобразования Лапласа и Фурье, 
неравенство треугольника для норм, а также учитывая (13), (14) и условия, на-
ложенные на функцию u , получим оценку устойчивости решения 

       0,0,1 3,3,3
2 2

1
, ,

2W W
u x y f x y

 
 . 

 
Заключение 

 
В работе исследованы вопросы единственности и существования решения 

новой математической модели задачи реконструктивной томографии. Отметим, 
что весовая функция оператора интегральной геометрии в работе отлична от 
постоянной, что улучшает точность представления основных характеристик ис-
следуемой среды (объекта). 

Получено аналитическое представление решения в классе гладких финит-
ных функций. Такая формула обращения в совокупности с представленными  
в статье оценками решения задачи в пространствах конечной гладкости позво-
ляет разработать алгоритм устойчивого решения задачи. 
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