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В работе рассматриваются задачи восстановления функции по известным интегралам 

от нее с заданной весовой функцией на ломаных в полосе и соответствующие интегральные 
уравнения первого рода типа Вольтерра. Изучены вопросы единственности и устойчивости 
решения рассмотренных задач, получена формула обращения. Исследуются проблемы чис-
ленного решения рассмотренных задач. 
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Введение 
 
Изучается задача определения функции, если всюду в полосе известны ин-

тегралы от этой функции с заданной весовой функцией по ломаным, которые 
однозначно параметризуются при помощи координат своих вершин [1, 2]. Эта 
обратная задача связана с задачей определения важнейших параметров среды 
или объекта по наблюдаемым интегральным данным этих параметров ([3, 4]).  

С математической точки зрения задача сводится к исследованию решения 
специального интегрального уравнения Вольтерра первого рода [5]. Эта задача 
является некорректно поставленной. Отметим, что в виде табличных данных 
с погрешностью может быть задана не только правая часть уравнения, но и яд-
ро интегрального оператора, что также влечет за собой существенные трудно-
сти исследования.  
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В работе изучаются вопросы единственности и устойчивости решения ма-
тематической модели задачи. Предлагается метод ее приближенного решения. 
Показано, что такой метод может послужить основой нового конструктивного 
метода построения регуляризирующего алгоритма для данной задачи.  

 
Постановка задачи 

 
Введем обозначения, которые будем использовать далее:  

   2 2 1 1, , , , , ,x y R R R R       

    1, : , 0, ,HL x y x R y H H    . 

В полосе HL  рассмотрим семейства ломаных, которые определяются со-

отношениями  

    , , : , 0x y x y y H          . 

Сформулируем математическую модель задачи восстановления структуры 
среды в полосе по ее интегральным характеристикам на ломаных: восстано-
вить функцию двух переменных  ,u x y , если в полосе HL  известны интегралы 

от нее по кривым семейства   ,x y  с весовой функции  ,g x y : 

     
( , )

, , ,
x y

g x u x y d f x y


   .                                     (1) 

Пусть функция  ,f x y  известна для всех  , Hx y L , весовая функция 

имеет экспоненциальный вид.  

Тогда решение уравнения (1) в классе  2
0 HC L  единственно и имеют место 

оценки его устойчивости 

   0,1 2,21
2 2

, ,
W W

u x y C f x y ,                                      (2) 

здесь 1C – некоторая константа. 
 

Интегральные преобразования и оценки устойчивости 
 
Уравнение (1) можно представить в следующем виде: 

        
0

1
, , ,

2

y
yu x h u x h e d f x y          ,                      (3) 

где h y  .  
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Применим к обеим частям уравнения (3) преобразование Фурье по первой 
переменной x : 

       

0

1ˆ , , ,
2

y
yi xf y e u x h u x h e d dx


 



            . 

Получим уравнение 

         
0

ˆˆ , cos ,
y

yu y e d y          ,                            (4) 

где    1 ˆˆ , ,
2 2

y f y    . 

Применим к уравнению (4) преобразование Лапласа по переменной y : 

         

0 0

ˆ ˆ, , cos ,
y

ypyp e u y e d dy


                                 (5) 

Таким образом, из уравнения (5) получаем: 

      ˆˆ , , ,u p I p p      ,                                          (6) 

где    
0

ˆ ˆ, ,pu p e u d


      ,    1
ˆ ˆ, ,

2
i yp e y dy






    
  . 

Из формулы (6), обращая интегральные преобразования Фурье – Лапласа, 
можно получить формулу обращения и оценку устойчивости (2).  

 
Численный эксперимент 

 
Для получения достаточно хорошего приближенного решения рассматри-

ваемых задач требуется регуляризация. Отметим, что методы регуляризации 
интегральных уравнений Вольтерра первого рода, не нарушающие их вольтер-
ровость, позволяют, как правило, создать не менее надежные и существенно 
более быстрые алгоритмы обращения, чем классический метод регуляризация 
по Тихонову.  

В работе получен дискретный аналог интегрального уравнения (1) с уче-
том табличных данных. Затем исследуется обратная задача устойчивого реше-
ния (1). Вводится равномерная сетка в прямоугольной области    , ,D a b c d  . 

Отыскиваем приближенные решения задачи на этом прямоугольнике. Способ 
решения основан на применении метода конечно-разностных схем для числен-
ного дифференцирования в частных производных. 
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Результаты вычислительного эксперимента для тестовой функции полино-
миального вида проиллюстрированы ниже (рис. 1, 2).  

 

Рис. 1. Точное решение Рис. 2. Приближенное решение 
 
 

Заключение 
 
В работе рассматривается математическая модель задачи восстановления 

структуры объекта по интегральным характеристикам основных параметров. 
Восстановление производится по наблюдаемым данным вне данного объекта.  

С математической точки зрения задача представляет собой задачу обра-
щения интегрального оператора с известной весовой функцией, заданного на 
линейных многообразиях. Изучаются соответствующие интегральные урав-
нения Вольтерра первого рода. Получена явная формула обращения и оценки 
устойчивости, использующие производные не выше второго порядка от дан-
ных задачи.  

Проведен численный эксперимент, результаты которого показывают хо-
рошее совпадение с аналитической формулой обращения. Таким образом, в ра-
боте получены теоретические основы разработки эффективного алгоритма чис-
ленного решения обратной задачи (1). 

Рассмотренная в работе модель и полученные результаты по алгоритму  
ее аналитического и численного решения могут быть использованы в задачах 
геоинформационной обработки пространственных данных при математическом 
моделировании земной поверхности, а также объектов на этой поверхности.  
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